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В.М.ГРИЩЕНКО 
 
ВАРІАНТ АЛГОРИТМУ ОДНОЧАСНОГО ПРИВЕДЕННЯ ПУЧКА ДВОХ МАТРИЦЬ  
ДО ЛАНЦЮГОВОЇ ФОРМИ  
 

Розглядається узагальнена проблема власних значень та власних векторів. Один з найбільш відомих та конструктивних під-
ходів рішення цієї проблеми є QR алгоритм. Він застосовується у більшості випадків до матриці, підготовленої до правої 
майже трикутної форми. В роботі запропоновано один з підходів попереднього розрідження пучка двох матриць до каноніч-
ної ланцюгової форми, що містить мінімальну кількість ненульових позицій. Перетворення здійснюються з використанням 
стійких ортогональних та елементарних матриць.  

Для чисельної апробації вибрана модельна невироджена матриця «спіральної» форми 7-го порядку. В роботі приведені 
результати обчислень згідно наведеного алгоритму для трикутної форми матриці мас, узагальненої форми Хесенберга та 
ланцюгової форми з обмеженою кількістю значущих цифр. Приведено також невироджені ліві та праві перетворення, що 
вирішують цю проблему. Результати мають задовільну для практичних розрахунків точність. 

Ключові слова: узагальнена проблема власних значень, матриця, канонічна форма, ортогональні матричні перетво-
рення. 

 
Рассматривается обобщенная проблема собственных значений и собственных векторов. Одним из наиболее известных и 
конструктивных подходов решения этой проблемы является QR алгоритм. Он применяется в большинстве случаев к матри-
це, подготовленой к правой почти треугольной форме. В работе предложен один из подходов прелварительного разрежения 
пучка двух матриц к канонической цепной форме, которая содержит минимальное количество ненулевых позиций. Преобра-
зование осуществляется с использованием устойчивых ортогональных и елементарных матриц.  

Для численной апробации выбрана модельная невырождення матрица «спиральной» формы 7-го порядка. В работе 
приведены результаты вычислений согласно приведенного алгоритма для треугольной формы матрицы масс, обобщенной 
формы Хессенберга и цепной формы с ограниченным количеством значащих цифр. Приведены также невырожденные левые 
и правые преобразования, которые решают эту проблему . Результаты имеют удовлетворительную для практических расче-
тов точность. 

Ключевые слова: обобщенная проблема собственных значений, матрица, каноническая форма, ортогональные мат-
ричные преобразования. 

 
The generalized eigenvalue problem is consider. One of the most known and structural approaches of decision of this problem is QR 
algorithm. He is used in most cases to the matrix, to geared-up to the right almost three-cornered form. One of approaches of previous 
dilution of bunch of two matrix is in-process offered to the canonical chain form which contains the least of unzero positions. Trans-
formations are carried out with the use of firm ortogonal and elementary matrix.  

For numeral approbation the model unzero matrix of "spiral" form of 7th order is chosen. The results of calculations are in-
process resulted in obedience to the resulted algorithm for the three-cornered form of matrix of the masses, generalized form of He-
senbergs and chain form, with the limited amount of meanings numbers. The unzero left and right transformations which settle this 
problem are resulted also. Results have satisfactory to the practical calculations exactness. 

Keywords: eigenvalue problem, matrix, canonical form, ortogonal matrix transformations. 
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1 Актуальність проблеми. Стрімкий розвиток 
сучасної техніки обумовлений з одного боку запитами 
промисловості, а з іншого тими можливостями, які 
надає потужне впровадження ЕОМ у всі галузі науки і 
техніки, пред’являє підвищені вимоги до теоретично-
го обґрунтування та впровадження нових підходів 
рішення задач математики. Зокрема, розробки тих її 
напрямків, які пов'язані з рішеннями прикладних за-
дач. Так як на практиці у більшості випадків знайти 
точне рішення задачі не вдається, то основним засо-
бом моделювання процесів, рішення складних задач 
стають чисельні методи. Чисельні методи перетвори-
лись в самостійний напрямок досліджень, з допомо-
гою яких здобуто важливі досягнення в різних галу-
зях.  

Одним з найбільш значимих напрямків обчислю-
вальної математики, що успішно розвивається, стабі-
льно залишається розвиток методів лінійної алгебри. 
Причому актуальними залишаються як розвиток теорії 
алгоритмів так і їх реалізація у вигляді програмних 
засобів на ЕОМ. Різноманіття задач лінійної алгебри 

значне. Класичними стали такі проблеми як рішення 
систем лінійних алгебраїчних рівнянь у різних варіан-
тах, різні форми проблеми власних значень та власних 
векторів (EigenValue), приведення лінійних операторів 
з постійними коефіцієнтами до однієї з канонічних 
форм (трикутної, діагональної, Хесенберга, Шура, 
Жордана тощо).  

Алгоритмів рішення значної частини задач ліній-
ної алгебри багато, вони добре розроблені, особливо 
для задач невеликих розмірів. Але все ж відчувається 
нестача більш стабільних, робочих програм, що пра-
цюють в широкому діапазоні значень матриць. При 
відборі кращих зразків приймаються до уваги такі 
критерії як потреби у зменшенні активної пам'яті 
ЕОМ, зменшенні часу реалізації, більш проста логіка 
програм, досягнення більш високої точності. Такий 
аналіз стає неминучим коли постають питання розро-
бки методів рішення задач великого розміру. При від-
борі способу рішення конкретної прикладної пробле-
ми є сенс використати значний арсенал теоретичних 
та практичних знань в області лінійної алгебри.  
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На сьогодні склалась обширна література по об-
числювальній математиці взагалі та лінійній алгебрі 
зокрема [1-17]. Видана значна кількість оригінальних 
книг, деякі з них стали рідкістю. Слід відмітити фун-
даментальні праці Уілкінсона Дж.Х.[1, 2]. Системати-
чне викладання теоретичних основ чисельних методів 
визначення проблеми EigenValue в них супроводжу-
ється детальним аналізом помилок округлення резуль-
татів проміжних обчислень на точність рішень поста-
влених задач. Ці роботи та праці Воєводіна В.В.[3, 4], 
Ікрамова Х.Д. [5] носять також конструктивний харак-
тер. Ідеологічні стержні методів супроводжуються 
практичними засобами та прийомами побудови алго-
ритмів, демонструються наслідками на модельних 
прикладах. Робота [6] присвячена систематичному 
описанню чисельних методів рішення симетричної 
проблеми EigenValue. В ній представлені важливі ме-
тоди, що знайшли в останній час практичне втілення в 
програмних комплексах. Це достатньо повна теорія 
метода Ланцоша та метода одночасних ітерацій. Ве-
личезна кількість робіт представляє загальну теорію 
матриць, обчислювальні основи лінійної алгебри та 
інші. Окрім спеціальних монографій, питання обчис-
лювальної математики та розділи лінійної алгебри 
викладаються в загальних курсах математики, довід-
никах, підручниках з прикладних дисциплін. 

 
2 Постановка задачі. Проблема власних значень 

та векторів (EigenValue) є однією з важливих та скла-
дних задач лінійної алгебри. Для інженерних розраху-
нків важливо мати надійний робочий алгоритм визна-
чення спектрів досліджуваних прикладних задач, які, 
зокрема, є важливою складовою задач лінійної та не-
лінійної теорії коливань, задач динаміки машин, стій-
кості конструкцій, тощо. Узагальнена проблеми 
EigenValue має наступний вигляд: 

xMxK λ= ,                                  (1) 
де (К,М) – задані квадратні матриці порядку n; (λ, x) – 
власні значення та власні вектори проблеми. Запропо-
новано багато підходів обчислення цих параметрів. 
Одним з найбільш відомих та корисних є QR – алго-
ритм. Для суттєвого прискорення ітераційних методів 
пошуку (λ,x) дві матриці (К,М) попередньо спрощу-
ють. Є декілька важливих прийомів прискорення збі-
жності. Це попереднє приведення матриці до правої 
майже трикутної ),(),( EHMK >− , без якого QR – 
алгоритм, як правило, не застосовується; це – викори-
стання зсувів для підвищення швидкості зниження по 
модулю піддіагональних елементів; та заміна малих 
піддіагональних елементів нулями.  

В реалізації такого сценарію є деякі проблеми. Це 
вибір стратегії визначення величин зсувів, хоча в літе-
ратурі приведені непогані варіанти поведінки. Також 
невпевненість у збіжності алгоритму у всіх випадках.  

Тому в даній роботі розглядаються корективи у на-
ведену схему алгоритму. Вони полягають в тому, щоб 
попереднє приведення матриці здійснювати не до форми 
Хесенберга а до більш розрідженої – ланцюгової форми 

),(),( ELMK >− . Ціль даної роботи - побудова алго-
ритму приведення пучка матриць (К,М) до форми з міні-

мальною кількістю ненульових позицій. Внесені зміни 
надалі, безумовно, потребуватимуть перевірки шляхом 
обчислювальних експериментів на ЕОМ. 

 
3 Основні положення алгоритму. Таким чином, 

поставлена задача побудувати алгоритм перетворення 
пучка (К,М) до еквівалентної розрідженої форми, яка 
має наступний вигляд: 

(К,М) -> (L, E)-> Eλ−
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Ланцюгова матриця L по формі нагадує матрицю 
Фробеніуса, але має відмінні від нуля позиції в остан-
ньому стовбці. 

Для рішення задачі логічно скористатись підхо-
дом, що вже себе виправдав і полягає в послідовному 
виконанні простих лівих та правих стійких перетво-
рень еквівалентності. Для елементарних перетворень 
рядків та стовбців матриць використані матриці пере-
становок πij , матриці повертань Rij, елементарні неуні-
тарні матриці типу Tij. 

Нагадаємо структуру цих матриць та їх призна-
чення. Ліві перетворення πij переставляють місцями 
(i,j) рядки а праві перетворення – місцями (i,j) стовбці 
та мають вигляд: 

πij = 
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. 

Ліві чи праві перетворення Rij можна налаштува-
ти так, щоб один з елементів заданої матриці в позиції 
(i,j) чи (j, i) анулювати: 

Rij = 

1

1
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, 

де: с2+s2 =1. 
Ліве неунітарне стійке елементарне перетворення 

Тij до і-го рядка заданої матриці добавляє j рядок по-
множений на tij . Праве перетворення Тij до j-го стовб-
цю матриці добавляє i стовбець домножений на tij: 

Тij = 
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Для цілеспрямованого перетворення пучка мат-
риць  ),(),( ELMK >−  формуються ланцюги з наве-
дених елементарних матриць. Потрібно відмітити, що 
алгоритм використовує лише ортогональні та стійкі 
елементарні перетворення, що суттєво не впливає на 
обумовленість обчислювальної задачі. Тому сконст-
руйований з них метод є близьким до чисельно стій-
кого. А особливі ситуації можуть виникати лише че-
рез виродженість матриць пучка. 

Варіантів побудови еквівалентної ланцюгової 
форми пучка декілька. Приведемо один з них для ви-
падку невироджених матриць. 

1. Маштабування пучка. Одна з важливих особли-
востей алгоритмів – врахування (аналіз) помилок округ-
лення. Відомо, що помилки результатів суттєво залежать 
від евклідової норми матриць. Тому бажано перед вико-
ристанням процедур понизити її, наприклад. з допомо-
гою діагональної матриці. Можна також скористатись 
рекомендаціями., що приведені в алгоритмах роботи 
Уілкінсона Дж.[2], і в яких  на тестових прикладах про-
аналізовані ці впливи на результати. 

2. Приведення матриці М до трикутної форми. 
Тобто виконуються послідовні ліві та праві перетво-
рення матриць пучка згідно схеми: 

vT (К, М) u -> (K1, M1).                   (3) 
Схематично алгоритм процесу показаний нижче.  
 
●  Перестановка максимального по всій матриці 

М елемента  msj  в позицію (1,1). 
π 1s (К - λ М) π 1j.   

●  Анулювання  піддіагональних елементів 1-го  
стовбцю матриці М 
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●  Перестановка максимального елемента по го-

ловному мінору 1-го елемента в позицію (2,2). 
 
●  Анулювання піддіагональних елементів 2-го  

стовбцю матриці М 
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Еквівалентні операції послідовно виконуються 

для наступних стовбців так що в результаті пучок ма-
триць набуває наступної форми: 

(К – λ М) -> 
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− λK . 

3. На наступному кроці матрицю М з допомогою 
лівих елементарних перетворень приводимо до діаго-
нального виду згідно схеми. 

 
●  Анулювання 2-го наддіагонального стовбцю 

матриці М 
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●  Анулювання 3-го наддіагонального стовбцю 

матриці М 
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В результаті послідовного виконання цієї групи 

перетворень пучок матриць набуває стандартної фор-
ми: 

(К – λ М) -> (K1 – λ E ). 
На наступних кроках виконуються подібні орто-

гональні перетворення  
 
4. Ортогональне приведення матриці К до форми 

Хесенберга 
 
●  Анулювання елементів 1-го  стовбцю матриці 

К в позиціях (5,1), (4,1) і (3,1). 
 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

××××•
×××××
×××××
×××××
×××××

>−

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×××××
×××××
×××××
×××××
×××××

ERERT λλ 4545
. 

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

××××•
××××•
×××××
×××××
×××××

>−

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

××××•
×××××
×××××
×××××
×××××

ERERT λλ 3434
. 

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

××××•
××××•
××××•
×××××
×××××

>−

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

××××•
××××•
×××××
×××××
×××××

ERERT λλ 2323
. 

 
●  Аналогічні перетворення анулюють елементи 

2-го стовбцю в позиціях (5,2), (4,2) та 3-го в позиції 
(5,3). 

 
Заключне перетворення обертань приводить пу-

чок матриць до узагальненої форми Хесенберга 
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Надалі, зазвичай, для пошуку спектру пучка ви-
користовується добре відомий апарат QR алгоритму, в 
основі якого ітераційна процедура подальшого подіб-
ного перетворення пучка з метою анулювати деякі з 
піддіагональних елементів матриці Хесенберга. Як 
вище зазначалось такий шлях має як переваги так і 
недоліки. В даній роботі вивчається така схема алго-
ритму, коли з допомогою елементарних подібних пе-
ретворювань продовжується спрощення форми Хесе-
нберга до ланцюгової .  

Подальші трансформації пучка здійснюються згі-
дно схеми. 

5. Приведення матриці Хесенберга до ланцюгової 
форми 

 
●  Анулювання елементів в 1-му рядку матриці К 

подібними перетвореннями типу Тij 
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●  Анулювання елементів в 2-му рядку  
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●  Подальші очевидні перетворення переводять 

пучок матриць EigenValue до ланцюгової форми 

(К – λМ) -> 
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Таким чином, теоретично існують схеми еквіва-
лентних перетворень проблеми EigenValue до ланцю-
гової форми – форми з мінімальною кількістю нену-
льових позицій що надає переваги. При цьому бажано, 
щоб чисельні результати, пов'язані з приведенням до 
ланцюгової форми також мали практичну цінність. 

 
4. Результати чисельних розрахунків. Для чи-

сельних розрахунків вибрана модельна задача пучка 
невироджених матриць виду: 

(К – λМ) -> (АT – λ А). 
В якості А вибрана невироджена «спіральна» ма-

триця 7-го порядку, побудована з чисел натурального 
ряду: 

 
Тобто розглядаємо узагальнену проблему Eigen. 

Результати проміжних та заключної форми пучка за-
пропонованого алгоритму приведені з обмеженою 
кількістю значущих цифр. 

 
●  Приведена форма Хесенберга така: 
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●  Знайдені ліве (vT) та праве (u) перетворення до 

ланцюгової форми  
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●  Та заключна матриця представляє собою лан-

цюгову форму: 

.
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Вона схожа своєю структурою та розрідженістю 
на матрицю Фробеніуса. 

 
5. Висновки. По результатам проведених дослі-

джень можна зробити наступні висновки: 
Запропоновано алгоритм побудови еквівалентної 
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ланцюгової форми пучка матриць, який розглядається 
як стартова форма для подальшої процедури визна-
чення спектра власних значень та власних векторів.  

Це форма пучка матриць з мінімальною кількіс-
тю ненульових позицій. Її розріджена форма може 
надавати певні вигоди та виграш у економічності по-
дальших операцій. Чисельні результати надають оп-
тимізм у можливостях реалізації запропонованого під-
ходу. 
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