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ПОЛЗУЧЕСТЬ И ПОВРЕЖДАЕМОСТЬ ПОЛОГИХ ОБОЛОЧЕК СЛОЖНОЙ ФОРМЫ  
ИЗ МАТЕРИАЛОВ С ХАРАКТЕРИСТИКАМИ, ЗАВИСЯЩИМИ ОТ ВИДА НАГРУЖЕНИЯ 
 

Статья посвящена исследованию ползучести и повреждаемости пологих изотропных оболочек сложной формы в плане, из 
материалов с характеристиками, зависящими от вида нагружения. В постановке задачи используются определяющие соот-
ношения, описывающие дислокационную ползучесть первоначально изотропных материалов с характеристиками, завися-
щими от вида нагружения, ассоциированную с образованием и ростом плоских микротрещин с преимущественной ориента-
цией. Начально-краевая задача ползучести и повреждаемости решается с помощью совместного использования методов R-
функций, Ритца и Рунге-Кутта-Мерсона. Исследовано влияние направления внешней нагрузки на ползучесть, повреждае-
мость и длительную прочность сферической пологой оболочки сложной формы. 
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1. Введение. Решению задач ползучести и по-
вреждаемости оболочек посвящены многие статьи и 
монографии [1-3 и др.]. В большинстве работ рас-
сматриваются различные аспекты ползучести и по-
вреждаемости оболочек из материалов нечувстви-
тельных к виду нагружения. Существуют лишь еди-
ничные публикации, в которых исследуется влияние 
вида нагружения на ползучесть и повреждаемость 
оболочек. Так, в работах [4-8] исследовалась ползу-
честь оболочек из материалов с характеристиками, 
зависящими от вида нагружения без учета повреждае-
мости материала.  

В данной статье исследуется влияние вида на-
гружения на ползучесть повреждаемость и длитель-
ную прочность изотропной пологой оболочки слож-
ной формы из материала с характеристиками, завися-
щими от вида нагружения.  

 
2. Постановка задачи. Метод решения. Рас-

смотрим в прямоугольной декартовой системе коор-
динат zxOx 21  изотропную тонкую пологую оболочку 
толщиной h и произвольной формы Ω в плане. Ось Oz 
перпендикулярна плану оболочки. Температура обо-
лочки постоянная ( ) const,,, 21 =tzxxT . Оболочка на-
гружена поперечной нагрузкой ( )txxqq zz ,, 21= . 
Стрела подъема оболочки над плоскостью 21xOx : 
f < a/5, где a – наименьший характерный размер обо-
лочки. Полагаем, что прогибы в процессе ползучести 
остаются малыми (стрела прогиба 4max hw ≤ ). Обо-
лочка предполагается достаточно тонкой 
( 8010 ≤≤ ha ), чтобы выполнялись гипотезы Кирх-
гоффа-Лява. 

Краевая задача ползучести, в произвольный мо-
мент времени t ≠ 0, может быть сведена к вариацион-
ной задаче для функционала в форме Лагранжа, опре-
деленного на кинематически возможных скоростях 
перемещений [7, 9] 
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где ( ) ( ) ( )txxwtxxutxxu ,,,,,,,, 21212211 ���  – скорости 
перемещений координатной поверхности оболочки 
вдоль осей OzOxOx ,, 21 , соответственно; 21, kk  – 
главные кривизны оболочки. 

Жесткостные характеристики оболочки вычис-
ляются по формулам: 
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а «фиктивные» силы, обусловленные ползучестью – 
по формулам:  
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Здесь E, ν, G – модуль Юнга, коэффициент Пуас-
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сона и модуль сдвига материала оболочки. Компонен-
ты тензора скоростей деформаций ползучести 

( )2,1, =jipij� , входящие в выражения для «фиктив-
ных» сил, считаются заданными. 

В расчетах будем использовать определяющие 
уравнения, описывающие ползучесть первоначально 
изотропных материалов с характеристиками, завися-
щими от вида нагружения, в которых наблюдается 
дислокационная ползучесть, ассоциированная с обра-
зованием и ростом на гранях зерен микротрещин с 
преимущественной ориентацией [9]: 
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где 12 eee ασσσ += , lklke eBe σσ =1 ; 

2
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12 CIAIe +=σ ;   kkI σ=1 ;   lkklI σσ=2 ;   ke  – ком-
поненты единичного вектора e, характеризующего 
ориентацию микротрещин и направленного перпенди-
кулярно к плоскости трещины; qmCBA ,,,,  – пара-
метры материала, которые находятся на основе дан-
ных базовых экспериментов на одноосное растяжение, 
сжатие и чистое кручение. В дальнейшем полагаем, 
что микротрещины ориентируются перпендикулярно 
направлению действия максимального главного на-
пряжения σ1, действующего в плоскости Ox1x2. В этом 
случае компоненты вектора e могут быть найдены по 
формулам: 
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Кинетическое уравнение для параметра повреж-
даемости имеет вид [9] 
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Здесь в качестве скалярного параметра повреждае-
мости [ ]( )∗∈ ψψ ,0  взята удельная энергия рассеяния 
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Начальное значение ψ = 0 соответствует непо-
врежденному состоянию, а критическое значение 

∫
∗

=∗

t
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�σψ  – времени до разрушения t*. 

Уравнения (2), (3) описывают различное поведе-
ние материала при растяжении, сжатии и кручении, 
различное развитие повреждаемости при растяжении, 
сжатии и кручении, сжимаемость материала при пол-
зучести, эффект Пойнтинга, влияние гидростатическо-
го давления, а также анизотропию, обусловленную 
повреждаемостью. 

Направленный характер повреждаемости описы-
вается тензорной мерой повреждаемости: 
( ) ( )jiij eeψψψ =⊗= ee , где диадное произведение 

ee⊗  образует симметричный тензор второго ранга, 
характеризующий анизотропию материала, обуслов-
ленную повреждаемостью. 

Основные неизвестные задачи ползучести и по-
вреждаемости вследствие ползучести в произвольной 
точке оболочки можно найти из решения задачи Коши 
по времени для системы обыкновенных дифференци-
альных уравнений [9] 
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В начальный момент времени t = 0 деформации 
ползучести и параметр повреждаемости равны нулю: 

0122211 ==== ψppp . Начальные условия для ос-
тальных неизвестных функций следуют из решения 
задачи упругого деформирования оболочки. Для ре-
шения упругой задачи может быть использован при-
веденный выше функционал. При этом в формуле (1) 
необходимо заменить производные функций по вре-
мени самими функциями, а при вычислении «фиктив-

ных» сил положить 0
122211

=== ppp ��� . 
Решение начальной задачи для системы уравне-

ний (4) будем проводить методом Рунґе-Кутта-
Мерсона (РКМ) с автоматическим выбором шага по 
времени. Правые части уравнений, в моменты време-
ни, соответствующие схеме РКМ, будем находить из 
решения вариационной задачи для функционала (1), 
которая решается методом Ритца в сочетании с мето-
дом R-функций [10].  

 
3. Численные результаты. В качестве примера 

расчета рассмотрим ползучесть пологой сферической 
оболочки с эллиптическими надрезами посредине ка-
ждой из сторон (рис. 1). Материал оболочки – алюми-
ниевый сплав АК4-1Т при температуре K473=T . 
Оболочка находится под действием равномерно рас-
пределенной поперечной нагрузки МПа16|| =zq . 
Геометрические размеры: a = 4 · 10−2 м; b = 2 · 10−2 м;  
c = 3 · 10−2 м; толщина h = 8 · 10−3 м;  главные кривиз-
ны: 1

21 м0,10 −== kk .  
Упругие константы материала: E = 60 ГПа; 

ν = 0,35. Константы материала в определяющих урав-
нениях ползучести [9, 11]:  
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Рисунок 1 – План пологой сферической оболочки 
 
Критическое значение параметра повреждаемо-

сти зависит от вида напряженного состояния и вычис-

ляется по формуле [11]: ( )( )1
2

123
2
1 bIaII −−=∗ψ , где 

14 МПа104 −−⋅=a ; 27 МПа104 −−⋅=b . 
На контуре оболочки заданы условия шарнирно-

го закрепления, неподвижного в тангенциальном на-
правлении. В этом случае кинематические граничные 
условия и соответствующая структура решения имеют 
вид:  

0;0 2112 =−== nunuuw ���� τ ; 

422232111 ,;,; Φ+Φ=Φ+Φ=Φ= ωωωωω uuw ��� . 

Здесь ( )4,1=Φ ii  – неопределенные компоненты 
структуры решения; n1,  n2 – направляющие косинусы 
внешней нормали n к контуру оболочки ∂Ω. Функция 
( )21, xxω  строится с помощью теории R-функций и 

должна удовлетворять условиям: 0=ω , 1, −=nω  на 
границе  ∂Ω  и  ω > 0  внутри области Ω. 

При численной реализации, неопределенные 
компоненты представлялись в виде конечных рядов 
вида: 
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где ( ) ( ) ( )4,1=itC i
n  – неопределенные коэффициенты, 

которые на каждом временном шаге находятся мето-
дом Ритца; t – некоторый фиксированный момент 
временной дискретизации схемы РКМ или дискрети-
зации по времени для выдачи результатов расчета; 

( ){ }i
nf  – системы линейно независимых функций. 

Здесь в качестве ( ){ }i
nf  использовались степенные по-

линомы.  
Нормализованное до первого порядка уравнение 

границы области Ω имеет вид:  
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где 0∧  – символ R-конъюнкции [10]: 
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Интегрирование по области Ω, при вычислении 

элементов системы Ритца, и по толщине, при вычис-
лении «фиктивных» сил выполнялось с помощью 
квадратурных формул Гаусса различной степени точ-
ности. 

Установлено, что стабилизация приближенного 
решения достигается при следующих значениях степе-
ней полиномов: 161 =P , 82 =P , 1343 == PP  и общем 
числе узлов интегрирования по четверти области, рав-
ном 980. Количество узлов интегрирования по толщине 
равнялось 14. Заданная погрешность решения задачи 
Коши методом Рунге-Кутта-Мерсона δ = 10−5.  

Были найдены времена до разрушения: 
t*1 = 17011 ч, при действии на оболочку наружного 
давления (qz = 16,0 МПа) и t*2 = 39973 ч, при действии 
на оболочку внутреннего давления (qz = −16,0 МПа). 
Время до разрушения находилось с точностью до ве-
личины последнего шага ( ч168÷≈Δ steplastt ). В обоих 
случаях разрушение начинается в центре на внутрен-
ней поверхности оболочки, где интенсивность напря-
жений максимальна. Время до разрушения сущест-
венно зависит от направления приложенной нагрузки. 
При действии на оболочку внутреннего давления в 
ней превалируют сжимающие напряжения. Процесс 
ползучести для данного материала при сжатии идет 
медленнее и, соответственно, время до разрушения 
оказывается в 2,35 раза большим, чем в случае наруж-
ного давления той же интенсивности. 

На рис. 2–4 показано изменение во времени аб-
солютных значений прогибов, интенсивности напря-
жений и параметра повреждаемости на внутренней 
поверхности в центре оболочки. Кривые 1, 2 соответ-
ствуют данным, полученным для qz = 16 МПа и 
qz = −16 МПа. Как видно из рис. 3, для напряжений 
имеем разную качественную картину их изменения. 
Для оболочки под внутренним давлением в начальные 
моменты времени происходит рост интенсивности 
напряжений, вследствие чего процесс ползучести ин-
тенсифицируется, и только затем начинается релакса-
ция напряжений. Для оболочки нагруженной внешним 
давлением снижение уровня напряжений наблюдается 
в течение всего процесса ползучести, вплоть до окон-
чания времени скрытого разрушения. 

Также был выполнен расчет оболочки под на-
ружным давлением на базе «классических» опреде-
ляющих соотношений, основанных только на экспе-
риментальных данных при растяжении. Время до раз-
рушения составило t*кл = 1315 ч, что более чем на по-
рядок отличается от t*1 и t*2.  
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Рисунок 2 – Прогибы в центре оболочки 

 

 
Рисунок 3 – Интенсивность напряжений в центре на внут-

ренней поверхности оболочки 
 

 
Рисунок 4 – Повреждаемость в центре на внутренней  

поверхности оболочки 
 
4. Выводы. Из представленных результатов 

можно сделать вывод, что абсолютные величины про-
гибов, напряжений, уровень повреждаемости и время 
до разрушения существенно зависят от знака попе-
речной внешней нагрузки, при одной и той же ее ин-
тенсивности. «Классические» определяющие соотно-
шения не учитывают реальные свойства материала и, 
их использование вносит существенные погрешности 
при исследовании ползучести и повреждаемости по-
логих оболочек из материалов с характеристиками, 
зависящими от вида нагружения.  
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