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Рассмотрена задача определения напряженно-деформированного состояния, повреждаемости и длительной прочности полых 
цилиндров и цилиндрических оболочек, работающих при ползучести. Решения для оболочек различной толщины, основан-
ные на гипотезах прямолинейного элемента, сопоставляются с пространственными решениями для осесимметрично нагру-
женных полых цилиндров. Исследовано влияние соотношения геометрических размеров на точность оболочечного решения. 
Разработан способ прогнозирования времени до разрушения в пространственной постановке на основе данных о времени до 
разрушения полученных по оболочечной теории, и наоборот. 
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1. Введение. В современной технике находят 
широкое применение элементы конструкций в виде 
тел вращения, работающие в условиях ползучести. С 
целью снижения компьютерных затрат для таких объ-
ектов зачастую принимается расчетная схема в виде 

оболочки вращения [1-8 и др.]. При этом привлекают-
ся как классическая теория, так и различные уточнен-
ные теории оболочек, учитывающие деформации по-
перечного сдвига. Погрешность решения, полученно-
го в рамках той или иной теории оболочек, зависит от 
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соотношения геометрических размеров, граничных 
условий, условий нагружения, механических характе-
ристик материала и пр. Одновременно изучить влия-
ние всех факторов является сложной задачей. Одним 
из возможных путей исследования погрешностей при-
ближенных теорий оболочек является сопоставление 
полученных на их основе решений с результатами 
решения трехмерных задач [9]. Анализ применимости 
классической и уточненных теорий в задачах упругого 
деформирования оболочек дан в работах [9, 10 и др.]. 
В то же время, исследованию применимости оболо-
чечных моделей в задачах ползучести, повреждаемо-
сти и длительной прочности цилиндрических оболо-
чек посвящены единичные работы. Так, в статье [11], 
были исследованы ползучесть и повреждаемость 
вследствие ползучести полого цилиндра в рамках осе-
симметричной пространственной постановки и на базе 
гипотез Кирхгофа-Лява. В этой работе учитывалось 
различное поведение сплава АК4-1Т при растяжении 
и сжатии в условиях ползучести. В отличие от [11], в 
настоящей статье используется уточненная модель, 
основанная на гипотезах прямолинейного элемента. 
Свойства ползучести считаются независимыми от ви-
да напряженного состояния. Результаты решения за-
дачи ползучести и повреждаемости для оболочек раз-
личной толщины сопоставляются с результатами про-
странственного решения для осесимметрично нагру-
женных полых цилиндров. 

В литературе также отсутствуют работы, посвя-
щенные прогнозированию времени до разрушения 
полых цилиндров вследствие ползучести. 

Цели работы: 
– сопоставить результаты решения задачи повре-

ждаемости вследствие ползучести полых цилиндров в 
рамках пространственной и оболочечной постановок; 

– разработать способ прогнозирования времени 
до разрушения в пространственной постановке на ос-
нове данных о времени до разрушения, полученных 
по оболочечной теории, и наоборот. 

 
2. Постановка и метод решения начально-

краевой задачи ползучести цилиндра в рамках 
пространственной модели. Рассмотрим круговой 
осесимметрично нагруженный полый изотропный 
цилиндр в цилиндрической системе координат Orφz. 
Ось Oz совпадает с осью вращения. Полагаем, что 
температура цилиндра T(r,z,t) неизменна во времени t 
и выполняется условие 0)0,,( TzrT = , где T0 – началь-
ная температура (температура естественного, нена-
пряженного и недеформированного состояния). 

Задачу будем решать в геометрически линейной, 
квазистатической постановке и в предположении, что 
в процессе деформирования пластические деформа-
ции не возникают. Принимаем, что компоненты ско-
ростей упругих деформаций e

klε�  и скоростей необра-
тимых деформаций ползучести klp�  аддитивны: 

kl
e
klkl p��� += εε , ( )3,1, =lk . 

Для описания ползучести и повреждаемости вос-
пользуемся уравнениями работы [12], которые пред-
ставим в виде: 

( ) kln

m
i

kl sAp
ψ

σ
−

=
12

3� ;      
( )q

k
iB
ψ
σ

ψ
−

=
1

� .          (1) 

Здесь qknmBA ,,,,,  – константы материала; σi – 
интенсивность напряжений; skl – компоненты девиа-
тора напряжений; ),,( tzrψψ =  – скалярный параметр 
повреждаемости: ( ) ( ) 1,,,00,, == ∗tzrzr ψψ , где t* – 
время до разрушения. 

В цилиндрической системе координат имеем: 
( ) ( ) ( )tzrptzrtzr rr

e
rrrr ,,,,,, ��� += εε ;  

( ) ( ) ( )tzrptzrtzr zz
e
zzzz ,,,,,, += εε �� ;  

( ) ( ) ( )tzrptzrtzr e ,,,,,, ϕϕϕϕϕϕ εε ��� += ;  

( ) ( ) ( )tzrptzrtzr rz
e
rzrz ,,,,,, ��� += εε . 

Здесь и далее точка над символами означает пол-
ную производную по времени. 

Основные неизвестные задачи ползучести и по-
вреждаемости вследствие ползучести в произвольной 
точке цилиндра, в том числе в точках пространствен-
ной дискретизации краевой задачи, можно найти из 
решения задачи Коши по времени для системы обык-
новенных дифференциальных уравнений [7] 
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Здесь ( )tzrur ,, , ( )tzruz ,,  – перемещения вдоль 
осей Or и Oz соответственно; rzzzrr εεεε ϕϕ ,,,  – компо-
ненты тензора полных деформаций; rzzzrr σσσσ ϕϕ ,,,  – 

компоненты тензора напряжений; ( )( )νν
νλ

+−
=

121
E , 

G21 += λλ , ( )ν+=
12
EG , где E, ν – модуль Юнга и 

коэффициент Пуассона материала; rzzzrr pppp ,,, ϕϕ  – 
компоненты тензора деформаций ползучести. 

В начальный момент времени деформации пол-
зучести и параметр повреждаемости равны нулю. На-
чальные условия для остальных неизвестных функций 
следуют из решения задачи упругого деформирования 
цилиндра. 
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Решение начальной задачи для системы уравне-
ний (2) будем проводить методом Рунге-Кутта-
Мерсона (РКМ) с автоматическим выбором шага по 
времени. Правые части уравнений, в моменты време-
ни, соответствующие схеме РКМ, будем находить из 
решения вариационной задачи для функционала в 
форме Лагранжа [7] 

( ) ( )∫∫
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r
NuNuNu rzzr

c
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c
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c
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( )∫
Ω∂

Ω∂+−
p

duPuP nn ττ ���� .                       (3) 

Здесь ( ) ( )( )tzrutzru zr ,,,,, ��� =U  – вектор скоро-
стей перемещений; Ω – меридианное сечение цилинд-
ра; ∂ΩP – часть контура ∂Ω, где приложены внешние 
силы, τPPn

�� , – скорости нормальной и касательной 
составляющих внешних сил; n, τ – внешняя нормаль и 
касательная к контуру ∂Ω; zzrrn nunuu ��� += , 

zrrz nunuu ��� −=τ ; zr nn ,  – направляющие косинусы 
нормали n. Скорости «фиктивных» сил, обусловлен-
ных деформациями ползучести, вычисляются по фор-
мулам:  

( )[ ]ϕϕλλ pppN zzrr
c
r ���� ++= 1 ;  ( )[ ]ϕϕλλ pppN rrzz

c
z ���� ++= 1 ; 

( )[ ]zzrr
c pppN ���� ++= λλ ϕϕθ 1 ;  rz

c
rz pGN �2= . 

Скорости деформаций ползучести в функционале 
(3) считаются известными и не варьируются. 

Вариационные задачи для функционала (3) ре-
шаются методом Ритца в сочетании с методом R-
функций [13].  

 
3. Постановка и метод решения задачи на ос-

нове оболочечной теории. Рассматривая осесиммет-
рично нагруженный полый цилиндр в рамках уточ-
ненной теории оболочек, предполагаем, что выполня-
ются гипотезы прямолинейного элемента [9]. В соот-
ветствии с данными гипотезами связь между осевым 
uz и нормальным uζ перемещениями произвольной 
точки оболочки с соответствующими перемещениями 
точки серединной поверхности u, w имеет вид 

zz uu ςψ+= ;  wu =ς ;   zz w γψ +′−= ,             (4) 
где ζ – координата, которая отсчитывается по нормали 
к срединной поверхности с радиусом r = R; ψz, γz – 
полный угол прямолинейного элемента и угол, обу-
словленный поперечным сдвигом, соответственно; 
штрих означает производную по координате z. Ис-
пользуя (4) и соотношения Коши, связь между компо-
нентами тензора деформаций в произвольной точке 
оболочки εzz, εφφ, εzζ, компонентами деформации сере-
динной поверхности εz, εφ, параметром изменения ее 
кривизны κz и углом сдвига γz представим в виде 

zzzz ςκεε += ;   ϕϕϕϕ εε a/= ;   zz γε ς =2 ; 

uz ′=ε ; Rw/=ϕε ;   zz ψκ ′= ;   Ra /1 ςϕ += .        (5) 
Компоненты напряжений определяются равенст-

вами 
a
zzzzzz BB σεεσ ϕϕ −+= 1211 ; a

zz BB ϕϕϕϕϕϕ σεεσ −+= 1112 ; 
a
zzz B ςςς σεσ −= 33 ,                                          (6) 

где Bij – жесткостные коэффициенты  

211 1 ν−
=

EB ;   1112 BB ν= ;   GB 233 = . 

Величины с индексом «a» означают дополни-
тельные напряжения 

( )ϕϕνσ ppB zz
a
zz += 11 ; ( )zz

a ppB νσ ϕϕϕϕ += 11 ; 

ςςσ z
a
z pB33= , 

где pzz, pφφ, pzζ – компоненты деформаций ползучести, 
которые зависят от напряжений, констант ползучести 
и параметра повреждаемости материала и определя-
ются путем численного интегрирования физических 
уравнений. Как и в случае пространственной задачи, 
это интегрирование осуществляется методом РКМ. 

Вводя в рассмотрение интегральные характери-
стики напряженного состояния – радиальное Nr, осе-
вое Nz усилия и осевой изгибающий момент Mz, и, ис-
пользуя уравнения равновесия [9], кинематические (5) 
и физические (6) уравнения, решение задачи сведем к 
системе обыкновенных дифференциальных уравнений 
шестого порядка вида 

fYY +=′ )(zP , { }zzrzzr uuMNN ψ,,,,,=Y ,        (7) 
где P(z) – матрица системы, зависящая от упругих 
констант материала; f – вектор свободных членов, 
который зависит еще и от деформаций ползучести, и 
параметра повреждаемости. Решение системы (7) 
должно удовлетворять граничным условиям на торцах 
цилиндра. Ненулевые элементы матрицы P(z) и векто-
ра f определяются равенствами 

Rpp /15412 μ−=−= ;   Rpp /26413 μ=−= ; 
2

1120110214 /)( RCCCp μμ −+= ; 
14631 =−= pp ;   3341 /1 Cp = ;   δ/2052 Cp = ; 

δ/106253 Cpp −== ;   δ/0063 Cp = ; 

ςϕ μμ qRMNNf a
z

aa
z −−+−= /)( 211 ;  

zqf −=2 ;   zmf −=3 ;   334 /CQf a
z= ; 

δ/)( 10205
a
z

a
z MCNCf −= ; 

δ/)( 00106
a
z

a
z MCNCf −−= ,                   (8) 

где δμ /)( 200111101 CCCC −= ; δμ /)( 100111002 CCCC −= ; 
2
102000 CCC −=δ . 

Входящие в (7) величины qz, qζ, mz означают при-
веденные к срединной поверхности распределенные 
поверхностные нагрузки и момент [9]. Интегральные 
жесткостные характеристики Cpq, C33 а также допол-
нительные усилия a

zN , aNϕ , a
zQ  и момент a

zM  опре-
деляются равенствами 

{ } )2,1,0,(11 == qpbFBC p
qpq ς ;   GhC 233 = ; 

ϕab =0 ;   ν=1b ;   1
2

−= ϕab ;   { } ( ) ςdF
h

h
∫

−

=
2/

2/

...... ; 
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{ }ϕσ aFN a
zz

a
z = ;   { }aa FN ϕϕϕ σ= ;  

{ }ϕςσ aFQ a
z

a
z = ;   { }ςσ ϕaFM a

zz
a
z = .            (9) 

Входящие в (9) интегралы вычисляются числен-
но на основании процедуры, сочетающей методы 
Симпсона и Ньютона. На каждом шаге по времени 
краевая задача (7) решается методом Рунге-Кутта с 
дискретной ортогонализацией по С. К. Годунову. 

Здесь необходимо отметить следующее: 
1. Приведенные выше уравнения предназначены 

для описания деформирования в условиях ползучести 
цилиндрических оболочек с учетом повреждаемости и 
при отсутствии тепловых воздействий. В уравнениях 
учитываются величины ζ/R. Удержание этих величин 
может оказаться целесообразным для оболочек сред-
ней толщины и бесполезным для тонких оболочек. 

2. Независимо от того учитываются или не учи-
тываются величины ζ/R, разрешающие уравнения, 
основанные на гипотезах Кирхгофа – Лява, могут 
быть получены c помощью (8), если в них положить 

0/1 33 =C , а в равенствах (4), (5) положить 0=zγ  [4].  
3. В работе [14] показано, что при наличии тем-

пературных деформаций учет величин ζ/R может при-
вести к появлению значительных «фиктивных» на-
пряжений. Поэтому в температурных задачах этими 
величинами следует пренебрегать по сравнению с 
единицей. 

 
4. Численные результаты. В первом примере 

проведено сопоставление результатов решения задачи 
ползучести и повреждаемости для полого цилиндра и 
цилиндрической оболочки. В последующих примерах 
будет описана методика прогнозирования времени до 
разрушения при ползучести для таких объектов. 

 
Пример 1. Рассмотрим ползучесть цилиндра, на 

наружной поверхности которого приложено давление, 
изменяющееся по закону 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+==

l
zPzPPout
π2cos1

2
1

0 .                  (10) 

Геометрические размеры: длина l = 0,1 м; радиус 
срединной поверхности R = 0,1 м; толщина h = 0,01 м. 
Обозначим 

ξ = h/R.                                  (11) 
В данном случае ξ = 1/10. Для величины P0, оп-

ределяющей максимальное значение нагрузки, приня-
то, что P0 = 18,7 МПа. Упругие константы материала: 

ГПа60=E , 35,0=ν . Константы материала в уравне-

ниях (1): ( ) -11m-23 чМПа105,5 +−⋅=A , 
-124 чМПа105,5 kB −−⋅= ,   ,7=m    3,9 === qnk . 

Граничные условия для краевой задачи в рамках 
пространственной постановки задавались в виде: 

0=ru� , 0=zσ�    для 
2
lz ±= ; 

0=σ=σ zrr ��    для 
2
hRrr inn −== ; 

0=−= outr P��σ , 0=σ zr�  для 
20
hRrr out +== , 

Можно показать, что структура решения, удовле-

творяющая кинематическим граничным условиям для 
скоростей перемещений, имеет вид: 

1Φ=ωru� ; 2Φ= zuz� , 
где Φ1, Φ2 – неопределенные компоненты структуры 

решения; 0
4

1 2
2

≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= zl

l
ω  – полоса Ω, заключенная 

между линиями z = −l/2 и z = l/2 ( 0=ω , 1, −=nω  на 
границе ∂Ω, ω > 0 внутри полосы). При численной 
реализации, неопределенные компоненты Φ1, Φ2 пред-
ставлялись в виде конечных рядов вида: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
=

=Φ
1

1

11
1 ,,,

N

n
nn zrftCtzr ;  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
=

=Φ
2

1

22
2 ,,,

N

n
nn zrftCtzr , 

где ( ) ( )tCn
1 , ( ) ( )tCn

2  – неопределенные коэффициенты, 
которые на каждом временном шаге находятся мето-
дом Ритца; t – некоторый фиксированный момент 
временной дискретизации схемы РКМ или дискрети-
зации по времени для выдачи результатов расчета; 

( ) ( ){ }21 , nn ff  – система линейно независимых базисных 

функций. Здесь в качестве ( ) ( ){ }21 , nn ff  использовались 
бикубические сплайны Шенберга. Системы сплайнов 
строились на регулярной сетке Kr × Kz, где Kr, Kz – 
количество отрезков дискретизации вдоль осей Or и 
Oz, соответственно.  

Решение задачи ползучести цилиндра, сформу-
лированной в рамках пространственной постановки, 
было получено при следующих параметрах простран-
ственной и временной дискретизации: Kr = 10, Kz = 20; 
начальный шаг по времени ч10 3

0
−=Δ t ; заданная по-

грешность вычислений в методе РКМ ε = 10−4. При 
численных расчетах критерием окончания процесса 
решения и нахождения времени до разрушения было 
выполнение в какой-либо точке пространственной 
дискретизации условия ψ ≥ 0,9. 

При решении задачи в рамках теории оболочек 
рассматривалась правая симметричная половина обо-
лочки 2/0 lz ≤≤ . На меридианное сечение оболочки 
наносилась равномерная сетка, состоящая из 101 точ-
ки по z и 11 точек по толщине. Другие параметры дис-
кретизации принимали значения: ч10 5

0
−=Δ t , ε = 10−6. 

Граничные условия в рамках теории оболочек 
формулировались в виде 

0=== zzr uN ψ ,   при 0=z ; 
0=== rzz uMN ,   при 2/lz = . 

Нагрузка на срединной поверхности оболочки 
определялась по формуле 

)(
2

1 zP
R
hq ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=ς . 

Расчеты показали, что в пространственном и 
оболочечном решениях разрушение начинается в цен-
тре на внутренней поверхности цилиндра. Время до 
разрушения в пространственном решении t3D = 4266 ч, 
а в оболочечном – tSH = 3305 ч (символ «*» для про-
стоты опущен). То есть отличие в определении време-



ISSN 2078-9130                                                              Динаміка і міцність машин 

Вісник НТУ «ХПІ». 2016. № 26 (1198)                                                                                                                    81 

ни до разрушения составляет 22,5 %. Некоторые ре-
зультаты расчетов представлены на рис. 1-5. На рис. 1 
показаны графики изменения вдоль оси цилиндра ра-
диальных перемещений срединной поверхности в раз-
личные моменты времени. Кривые 1 соответствуют 
моменту времени t = 0; 2 – ч2000=t ; 3 – t = t*. Здесь 
и далее линии с маркерами соответствуют результа-
там пространственного решения. На рис. 2 для тех же 
моментов времени показаны графики изменения па-
раметра повреждаемости на внутренней поверхности 

цилиндра, где начинается разрушение. 
На рис. 3, а показаны аналогичные графики для 

окружных σφφ, а на рис. 3, б осевых σzz напряжений. 
Такие же графики для окружных pφφ и осевых pzz де-
формаций ползучести приведены на рис. 4. 

Рис. 5 иллюстрирует изменение во времени па-
раметра повреждаемости ψ (кривые a) и окружных 
напряжений σφφ (кривые b) в центре на внутренней 
поверхности цилиндра. 

 

  
Рисунок 1 – Радиальные перемещения точек средин-
ной поверхности цилиндра в различные моменты  

времени 

Рисунок 2 – Параметр повреждаемости на внутренней 
поверхности цилиндра в различные моменты времени 

 

                             
а                                                                                             б 

Рисунок 3 – Окружные (а) и осевые (б) напряжения на внутренней поверхности цилиндра  
в различные моменты времени 

 

                             
а                                                                                             б 

Рисунок 4 – Окружные (а) и осевые (б) деформации ползучести на внутренней поверхности цилиндра  
в различные моменты времени 
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Рисунок 5 – Повреждаемость и окружные напряжения 

в центре на внутренней поверхности цилиндра 
 
Из рисунков видно, что в начальный момент вре-

мени (в упругом решении) получено практически полное 
совпадение результатов для перемещений и напряжений. 
С ростом времени расхождение увеличивается.  

Например, при t = 2000 ч, наблюдаются заметные 
(до 28 %) расхождения в перемещениях, деформациях 
ползучести и для параметра повреждаемости. В то же 
время напряжения в области максимальных значений 
отличаются лишь на 5 %. В моменты времени, соот-
ветствующие завершению скрытого разрушения, ре-
зультаты согласуются хорошо. В целом можно сде-
лать вывод о достаточно хорошем совпадении резуль-
татов для характеристик напряженно-деформирован-

ного состояния, полученных с помощью пространст-
венной и оболочечной теорий. 

Следующие примеры посвящены разработке спо-
соба прогнозирования времени до разрушения полых 
цилиндров на основе данных о времени до разруше-
ния, полученных по оболочечной теории, и наоборот. 

 
Пример 2. Рассмотрим цилиндр из предыдущего 

примера, при тех же граничных условиях, свойствах 
материала и геометрических размерах, за исключени-
ем толщины. Значения ξ будем варьировать в преде-
лах от 1/50 до 1/8. Величины P0 (табл. 1) выбирались 
так, чтобы время до разрушения во всех вариантах 
расчета было близко. Как и ранее разрушение для всех 
значений ξ начинается в центре цилиндра, на внут-
ренней поверхности. В табл. 1 приведены значения t3D 
времени до разрушения, полученные в расчетах по 
пространственной модели, и значения tSH времени до 
разрушения, полученные на основе оболочечной мо-
дели. В табл. 1 также помещены значения относитель-
ного отклонения для времени до разрушения 

D

SHD

t
tt

3

3 −
=Δ .                               (12) 

Видно, что во всех рассмотренных случаях 
t3D > tSH, поэтому отклонения (12) всюду положитель-
ны. Из таблицы также видно, что с ростом ξ относи-
тельное отклонение Δ возрастает. 

 
Таблица 1 – Значения t3D времени до разрушения, полученные в расчетах  
по пространственной модели, и значения tSH времени до разрушения 

ξ  1/50 1/25 1/20 1/16 1/10 1/8 
P0, МПа 3,17 6,95 8,85 11,3 18,7 23,8 

tSH, ч 4096 3750 3806 3623 3305 3108 
t3D, ч 4245 4111 4291 4216 4266 4291 
Δ 0,035 0,088 0,113 0,141 0,225 0,276 

pr
SHt , ч 4056 3744 3813 3628 3315 3095 
pr
Dt3 , ч 4287 4117 4284 4210 4254 4309 

 
Анализируя зависимость приведенных отклоне-

ний Δ от величины ξ, приходим к выводу, что она 
близка к линейной и ее можно аппроксимировать за-
висимостью 

( ) ξξ k=Δ .                               (13) 
Угловой коэффициент k в (13) определялся мето-

дом наименьших квадратов и оказался равным 
k = 2,23.                                  (14) 

При этом использовались данные для 
10/1;16/1;25/1;50/1=ξ . 

Приняв для параметра Δ аппроксимацию (13), 
получим формулу для прогнозирования времени до 
разрушения по оболочечной теории на основе про-
странственного решения 

( )ξktt D
pr
SH −= 13 .                           (15) 

Из (12), (13) также следует формула, позво-
ляющая базе оболочечного решения прогнозировать 
время до разрушения в пространственной постанов-
ке  

ξk
tt SHpr

D −
=

13 .                             (16) 

Эта формула привлекательна тем, что для прогно-
зирования времени до разрушения в пространственной 
постановке необходимо знать лишь коэффициент k и 
значение времени до разрушения в оболочечной поста-
новке. Учитывая, что затраченное время на получение 
пространственного решения может на несколько поряд-
ков превышать соответствующее время в оболочечной 
постановке, получаем несомненную выгоду. 

На основе найденного коэффициента k (14) по 
формулам (15), (16) вычислены прогнозируемые зна-
чения времени до разрушения в оболочечной pr

SHt  и 

пространственной pr
Dt3  постановках (см. табл. 1). Мож-

но убедиться, что максимальное отличие расчетных и 
прогнозируемых значений составляет 1,3 %. Следует 
отметить, что при определении коэффициента k не 
использовались данные для 8/1и20/1=ξ , однако 
полученные расчетные и исходные значения также 
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хорошо согласуются между собой. 
Очевидно, что для построения прямой, исходя-

щей из начала координат на плоскости ξOΔ достаточ-
но знать одну точку. Пусть эта точка соответствует 
значению 10/1=ξ . Тогда угловой коэффициент будет 
равен k1 = 2,25, что незначительно отличается от зна-
чения (14). Можно легко убедиться, что прогнозируе-
мые в этом случае значения времени до разрушения 
будут мало отличаться от приведенных в табл. 1. 

 
Пример 3. Рассмотрим цилиндр, нагруженный 

постоянным внутренним давлением 
1

2
1

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −==

R
hP

r
PRP

inn
inn , 

где P – давление, отнесенное к срединной поверхности 
(табл. 2). Остальные условия совпадают с условиями 
предыдущего примера. В табл. 2 представлены расчет-
ные tSH, t3D значения времени до разрушения и значения  

отклонения Δ. Разрушение для всех значений ξ начина-
ется в центре цилиндра, на внутренней поверхности. В 
отличие от примера 2 здесь все отклонения Δ (12) отри-
цательны. Зависимость Δ(ξ) также можно аппроксими-
ровать выражением вида (13). При этом коэффициент 
аппроксимации отрицателен и равен 

=k -2,21. 
Прогнозируемые значения времени до разрушения 

pr
SHt , pr

Dt3 , найденные по формулам (15), (16), также по-
мещены в табл. 2. Максимальное отклонение расчетных 
и прогнозируемых данных наблюдается при ξ = 1/8 и не 
превышает 1,3 %. Линейная зависимость, построенная 
по одной точке (для ξ = 1/10) с коэффициентом k1 = 2,12, 
дает максимальную погрешность 1,6 %. 

Очевидно, что для цилиндров, рассмотренных во 
2-м и 3-м примерах, можно принять единый коэффи-
циент с модулем, равным среднему арифметическому 
модулей коэффициентов k при внутреннем и внешнем 
давлении, то есть |k| = 2,22. 

 
Таблица 2 – Расчетные SHt , Dt3  значения времени до разрушения  

и значения отклонения Δ 
ξ  1/50 1/25 1/20 1/16 1/10 1/8 

P, МПа 2,55 5,1 6,4 8,0 13,0 16,5 
tSH, ч 4594 4707 4688 4892 5200 5422 
t3D, ч 4360 4281 4172 4277 4291 4304 
Δ -0,054 -0,099 -0,124 -0,144 -0,212 -0,260 

pr
SHt , ч 4553 4659 4633 4868 5239 5493 
pr
Dt3 , ч 4400 4325 4222 4298 4259 4248 

 
Пример 4. Для проверки работоспособности 

предложенной методики прогнозирования времени до 
разрушения рассмотрим цилиндр из примера 1, но 
вдвое большей длины, то есть с l = 0,2 м. В результате 
расчетов установлено, что t3D = 957 ч и tSH = 768 ч. 

Учитывая, что вид нагрузки не изменился и, ис-
пользуя значение коэффициента k (14) найдем соот-
ветствующие прогнозируемые времена до разруше-
ния: =pr

Dt3 988 ч и =pr
SHt 744 ч. То есть расхождения с 

расчетными значениями составляют около 3,2 %, что 
подтверждает эффективность предложенного подхода. 

 
Пример 5. Исследуем применимость предложен-

ного подхода для прогнозирования времени до разру-
шения толстостенных цилиндрических оболочек и 
цилиндров. Заметим, что для оболочек с ξ > 1/8 откло-
нение расчетного времени до разрушения tSH от t3D 
превышает 30 %. В этих случаях, для получения более 
достоверного решения, нужно использовать более 
сложные теории оболочек, учитывающие, например, 
поперечное обжатие. Отметим также, что для толсто-
стенных оболочек зависимость отклонения Δ(ξ), полу-
ченная на основе теории оболочек средней толщины, 
может сильно отклоняться от линейного закона. 

Рассмотрим цилиндр под действием наружного 
давления, изменяющегося по закону (10) и цилиндр 
под действием постоянного внутреннего давления. 
Для обоих случаев отношение 51=Rh . Граничные 
условия и свойства материала – те же что и в приме-

рах 2, 3. Для наружного и внутреннего давлений при-
мем: P0 = 40,4 МПа, P = 28,2 МПа.  

Для цилиндра под действием наружного давления 
получены следующие расчетные значения времени до 
разрушения: =Dt3 4307 ч, =SHt 2471 ч. Используя фор-
мулы (15), (16), где k = 2,22, для прогнозируемых значе-
ний времени до разрушения получим: =pr

Dt3 4444 ч и 

=pr
SHt 2395 ч. Отличие прогнозируемого и расчетного 
времени до разрушения в пространственном случае со-
ставляет 3,2 %, а по теории оболочек – 3,1 %. 

Для цилиндра под внутренним давлением полу-
чено: =Dt3 4203 ч, =SHt 5562 ч. Используя формулы 
(15), (16), где k = −2,22, для прогнозируемых значений 
времени до разрушения получим =pr

Dt3 3852 ч и 

=pr
SHt 6069 ч. Соответствующие погрешности состав-
ляют 8,4 % и 9,1 %. 

Таким образом, получено удовлетворительное 
совпадение расчетных и прогнозируемых значений 
времени до разрушения. Если принять во внимание 
большой разброс экспериментальных данных на 
третьей стадии ползучести, где значения времени до 
разрушения могут отличаться в 2 раза, то можно сде-
лать вывод о применимости предложенного подхода 
для прогнозирования времени до разрушения толсто-
стенных оболочек и цилиндров. 

Предложенный способ прогнозирования времени 
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до разрушения, основанный на линейной аппроксима-
ции вида (13), применим в широком диапазоне изме-
нения относительной толщины цилиндра и для нахо-
ждения коэффициента k требует всего двух расчетов 
при каком-то фиксированном значении ξ. В этом за-
ключается его несомненное достоинство. В других 
случаях (например, для других граничных условий 
или вида нагрузки) необходимо проверять приемле-
мость данной аппроксимации. Определение рамок 
применимости линейной или какой-либо другой ап-
проксимации требует дополнительных исследований. 

 
5. Выводы. Разработан способ прогнозирования 

времени до разрушения в условиях ползучести полых 
цилиндров и цилиндрических оболочек, находящихся 
под действием поперечной нагрузки. Предложенный 
подход основан на анализе отклонения оболочечного 
решения от пространственного. Он позволяет доста-
точно точно прогнозировать время до разрушения в 
пространственной постановке, используя результаты 
оболочечного решения, и наоборот – прогнозировать 
время до разрушения в оболочечной постановке на 
основе пространственного решения. 
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