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НЫМ БАНДАЖОМ И ТРУБОПРОВОДОМ  
 

Изложены постановка и методика приближенного аналитического решения задачи о взаимодействии композитного ремонт-
ного бандажа со стальным трубопроводом. Вязкоупругие свойства ортотропного композита моделируются на основе прин-
ципа соответствия Вольтерра, в сочетании с правилом смесей. Зависимость контактного давления от времени получена с 
помощью одностороннего интегрального преобразования Лапласа для различных значений объемного содержания арми-
рующих волокон.  
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Введение. Местные коррозионные повреждения 
магистральных трубопроводов в условиях высоких 
эксплуатационных нагрузок могут представлять угро-
зу для безопасности транспортировки. Эффективным 
способом ремонта трубопровода является установка 
композитного бандажа [1–3] путем намотки полуфаб-
риката на поврежденный участок с последующим от-
верждением, в ходе которого формируется напряжен-
ное состояние из-за усадки полимерного связующего 
[4]. Это оказывает на трубу благоприятное сжимаю-
щее воздействие, в дальнейшем ослабевающее за счет 
релаксации напряжений вследствие вязкоупругого 
деформирования бандажа. Описание на макроуровне 
волокнистого композита регулярной структуры обыч-
но исходит из рассмотрения его как однородной орто-
тропной среды, свойства которой определяются либо 
экспериментально путем испытания образцов, либо 
теоретически по известным характеристикам матрицы 
и армирующих волокон, с применением тех или иных 
схем гомогенизации [5,6]. Анализ прочности и жест-
кости отремонтированной трубы, как правило, осно-
вывается на линейно упругой модели композита, при 
этом используются данные о свойствах готового мате-
риала [1–3, 7]. Необходимость обеспечения прочности 
контакта бандажа и трубы на протяжении всего срока 
эксплуатации требует учета релаксации, при этом ли-
нейный характер вязкоупругого поведения композита 

позволяет рассматривать независимо эффекты от уса-
дочных напряжений и действия внутреннего давления.  

 
Постановка задачи. Объектом изучения являет-

ся взаимодействие без натяга между фрагментом ме-
таллического трубопровода и ремонтным бандажом из 
композита на полимерной основе. Расчетная модель 
представляет собой показанный на рис. 1 двухслой-
ный цилиндр под действием внутреннего давления, в 
условиях плоской деформации. Материал внутреннего 
цилиндра I упругий изотропный; наружный цилиндр 
II считается ортотропным вязкоупругим. Особенно-
стью вязкоупругого деформирования является зави-
симость от времени компонент НДС.  Для анизотроп-
ной линейно-вязкоупругой среды наследственного 
типа определяющие соотношения в прямой форме 
имеют вид [5] 

)()()(
0

ζσζε kl

t

ijklij dtAt −= ∫ , )3,1,,,( =lkji ,           (1) 

где )()()()( tAtAtAtA klijijlkjiklijkl ===  – модули ползу-
чести, представляющие собой компоненты тензора 4-
го ранга. Обратная форма упомянутых соотношений: 

)()()(
0

ζεζσ kl

t

ijklij dtCt −= ∫ , )3,1,,,( =lkji ,       (2) 
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где )()()()( tCtCtCtC klijijlkjiklijkl === – модули релак-
сации, компоненты тензора 4-го ранга. 

 

 
Рисунок 1 – Модель трубопровода с бандажом 

 
Применение к выражениям (1), (2) односторонне-

го интегрального преобразования Лапласа  

∫
∞

−=
0

)exp()()(
~

dtsttfsf ,                         (3) 

где s – параметр преобразования, f(t) – оригинал, )(
~

sf  
– изображение, приводит за счет теоремы о свертке 
[8], при условии стабильности механических свойств, 
к соотношениям относительно изображений 

klijklij As σε ~~~ = ;   klijklij Cs εσ ~~~ = ,                       (4) 
которые внешне, с точностью до обозначений, повто-
ряют закон Гука для упругой анизотропной среды. 
Это внешнее сходство, имеющее место также и для 
преобразованных по Лапласу статических и кинема-
тических соотношений, лежит в основе принципа со-
ответствия Вольтерра [9]. Данный принцип позволяет 
исследовать вязкоупругое деформирование с позиций 
решения упругой задачи относительно изображений 
соответствующих величин. Он же дает возможность 
для применения правила смесей [6] при определении 
эффективных характеристик композитного материала. 

 
Свойства полимерной матрицы. Матрица 

представляет собой изотропный вязкоупругий матери-
ал, для которого входящие в (1), (2) модули принима-
ют вид  

))(()]()([)( 4
1

6
1

9
1

jkiljlikklijijkl tJtJtUtA δδδδδδ ++−= ; 

))(()]()([)( 3
2

jkiljlikklijijkl tGtGtKtC δδδδδδ ++−= ,    (5)  

где )0(/)(2)( 1212 σε ttJ =  и )0(/)()( 0σθ ttU =  – функ-
ции сдвиговой и объемной ползучести; 

)0(/)()( 12122
1 εσ ttG =  и  )0(/)()( 0 θσ ttK =  – функции 

сдвиговой и объемной релаксации; θ – относительное 
изменение объема; σ0 – среднее нормальное напряже-
ние; δij – символ Кронекера. Поэтому соотношения (1), 
(2) приобретают форму [10] 

∫∫ −+−=
t

ijij

t

ij dtUdstJt
0
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∫∫ −+−=
t

ijij

t

ij dtKdetGt
00

)()()()(2)( ζθζδζζσ ,      (7) 

где sij и eij – компоненты девиаторов напряжений и 
деформаций соответственно. Изображения по Лапласу 
упомянутых выше функций связаны соотношениями  

1)(~)(~2 =sJsGs ;     1)(~)(~2 =sUsKs .                   (8) 
 
Решение для составного цилиндра. Радиальное 

и окружное напряжения, а также радиальное переме-
щение во внутреннем изотропном цилиндре с упруги-
ми характеристиками EI и νI определяются известным 
решением Ляме  
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где Pk – контактное давление на поверхности сопри-
косновения с бандажом. 

Для ортотропного вязкоупругого наружного ци-
линдра с главными осями вдоль радиального r, ок-
ружного θ и осевого z направлений определяющие 
соотношения в изображениях (4) принимают вид 
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~~~~~ −= .  (10) 
Изображения радиального и окружного напряже-

ний, а также радиального перемещения в наружном 
цилиндре определяются как 
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где θθμ AArr
~/~

= .  
 
Применение правила смесей. Входящие в (10), 

(11) коэффициенты определяются согласно формулам  
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через эффективные «упругие» характеристики компо-
зита (отмечены звездочкой), которые, в свою очередь, 
зависят от свойств волокон и матрицы (далее снабже-
ны индексами «f» и «m» соответственно).      

Для линейно упругих армирующих волокон 
справедлив закон Гука 

f
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f
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Соотношения (6) для вязкоупругой матрицы в 

изображениях принимают вид 
m
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или в форме закона Гука 



Динаміка і міцність машин                                                              ISSN 2078-9130 

76                                                                                                                    Вісник НТУ «ХПІ». 2016. № 26 (1198) 

m
ij

m
kk

mm
ij

mm
ij E/]~~)1[(~ δσνσνε −+= , )3,1,,( =kji ,    (15) 

где, согласно (8), 
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Реальные полимерные материалы практически не 
обнаруживают объемной вязкости [10], что позволяет 
при описании матрицы моделью стандартной вязко-
упругой среды [9] считать  

τ/
0 e)()( tGGGtG −

∞∞ −+= ;   const.)( 0 == KtK ,     (16) 
где G0  и G∞ – мгновенный и длительный модули 
сдвига; τ – время релаксации; )1/( 002

1
0 ν+= EG ;     

)21/( 003
1

0 ν−= EK . Тогда характеристики матрицы в 
(15) приобретают вид 
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Эффективные свойства композита с армировани-
ем в окружном направлении определяются согласно 
правилу смесей [6]:  
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где ω – объемное содержание волокон. 
 
Определение контактного давления. Изобра-

жение по Лапласу контактного давления следует из 
(9), (11) в виде 
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где для краткости введены обозначения двух констант 
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Непосредственное обращение (19) не представ-
ляется возможным в виду чрезвычайно громоздкой 
зависимости от параметра s в результате последова-
тельной подстановки формул (12), (18), (17). Поэтому 
используется приближенный подход, суть которого 
состоит в разложении трансцендентной части знаме-
нателя в усеченный степенной ряд по параметру s, с 
последующим отысканием оригинала средствами 
встроенной библиотеки пакета Maple.  

Вычисления выполнены при следующих исход-
ных данных: a = 0,485 м;  b = 0,510 м;  c = 0,560 м; 
Pa = 7 MПa;  EI = 2,1 · 105 MПa;  νI = 0,3; 
Ef = 7,35 · 104 MПa;  νf  = 0,2;   E0 = 3,4 · 103 MПa;   
ν0 = 0,35;   β = 0,65;   τ = 2400 с. 

В результате получены приближенные зависимо-
сти контактного давления от времени, показанные на 

рис. 2-4 для различных значений ω. 
 

 
Рисунок 2 – Зависимость контактного давления от времени 

 

 
Рисунок 3 – Зависимость контактного давления от времени 

 

 
Рисунок 4 – Зависимость контактного давления от времени 

 
Выводы. Полученные результаты иллюстрируют 

эффект повышения жесткости бандажа при увеличе-
нии доли армирующих волокон, что, однако, практи-
чески не влияет на время релаксации вязкоупругого 
композита. Зависимость на рис. 2 для случая отсутст-
вия волокон полностью повторяет решение, получен-
ное в замкнутом виде [11] для задачи о взаимодейст-
вии трубы с вязкоупругой изотропной накладкой.  
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Рассмотрена задача определения напряженно-деформированного состояния, повреждаемости и длительной прочности полых 
цилиндров и цилиндрических оболочек, работающих при ползучести. Решения для оболочек различной толщины, основан-
ные на гипотезах прямолинейного элемента, сопоставляются с пространственными решениями для осесимметрично нагру-
женных полых цилиндров. Исследовано влияние соотношения геометрических размеров на точность оболочечного решения. 
Разработан способ прогнозирования времени до разрушения в пространственной постановке на основе данных о времени до 
разрушения полученных по оболочечной теории, и наоборот. 
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1. Введение. В современной технике находят 
широкое применение элементы конструкций в виде 
тел вращения, работающие в условиях ползучести. С 
целью снижения компьютерных затрат для таких объ-
ектов зачастую принимается расчетная схема в виде 

оболочки вращения [1-8 и др.]. При этом привлекают-
ся как классическая теория, так и различные уточнен-
ные теории оболочек, учитывающие деформации по-
перечного сдвига. Погрешность решения, полученно-
го в рамках той или иной теории оболочек, зависит от 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /SyntheticBoldness 1.000000
  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002000d>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002000d>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /GRE <>
    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002000d>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e000d>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /RUS <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice




