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С. ДАРИЯ ЗАДЕ 
 
ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ В УПРУГОЙ ПЛАСТИНКЕ  
ИЗ КОМПОЗИЦИОННЫХ МАТЕРИАЛОВ С БЕСКОНЕЧНЫМ РЯДОМ  
ОДИНАКОВЫХ КРУГОВЫХ ОТВЕРСТИЙ 
 

В статье применена теория анизотропной линейной упругости с использованием комплексной переменной. Использован аналитический 
метод для нахождения концентрации напряжения в ортотропных пластинах с отверстиями. Используются функции, удовлетворяющие гра-
ничному условию для анизотропной пластины с отверстиями. Рассматривается пластина под действием одноосной нагрузки, границы от-
верстия свободны от нагрузок. Статья содержит результаты исследований концентрации напряжений вблизи отверстий. Напряжение около 
круглого отверстия было вычислено для ортотропной пластины, укрепленной волокном для четырех типов сложных материалов. Анализ 
концентрации напряжений в пластине рассматривается для гомогенного ортотропного материала. Даны результаты исследования напряже-
ний на линии между центрами отверстий. Эта же проблема проанализирована с помощью МКЭ пакетом ANSYS. Сравниваются результаты 
аналитического и числового методов. 

Ключевые слова: композитная пластина, однонаправленные волокна, числовой метод, граничные условия, концентрация напряже-
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Введение. Композиты армированной структуры 
широко используются в различных областях совре-
менной техники  и строительстве. В механике мате-
риалов элементы из композита значительно выигры-
вают по удельной прочности при сравнении с их го-
могенными аналогами.   

Свойства композиционных материалов удобно 
изучать с двух точек зрения: макромеханики и микро-
механики. Макромеханика изучает поведение мате-
риала в предположении, что  материал является одно-
родным, и особенности составляющих материалов 
обнаруживаются только как средние очевидных мак-
роскопических свойств. 

В технике многие элементы конструкций имеют 
отверстия, и при анализе напряженно-деформирован-
ного состояния деталей с отверстиями под действием 
приложенных нагрузок необходимо учитывать кон-
центрацию напряжений. Известно, что в зоне концен-
тратора часто образуется сложное напряженное со-
стояние тела. Зона возмущения поля напряжений 
обычно невелика, однако концентрация напряжений 
снижает прочность деталей, работающих при динами-
ческих нагрузках и высоких температурах.  В этой 
связи, как показывает практика, детали из хрупких 
материалов могут разрушаться также в условиях ста-
тических нагрузок.  

По описанному принципу эффективной гомоге-
низации в микромасштабе все материалы гетероген-
ные, однако многие их свойства можно определить в 
рамках континуальной модели с привлечением прин-
ципа эффективной гомогенизации.  

Для исследования макро концентрации напряже-
ний в пластинке с отверстиями композиционный ма-
териал целесообразно рассматривать как однородный 
гомогенный, эквивалентный ортотропному материалу.    

В плоской задаче теории упругости анизотропно-
го тела методом функций комплексных переменных 
получены решения для пластинок с отверстиями. 

В данной работе для плоской задачи за основу 
взято решение, предложенное в трудах Лехницкого 
С.Г [1] и Савина Г. Н [2].  

В этом статье макромеханика рассматривается с 
целью определения концентрации напряжений  в ор-
тотропной пластинке с бесконечным рядом одинако-
вых  круговых отверстий.  

 
Аналитический метод исследования. Пусть 

имеется упругая плоскость сбесконечным рядом рав-
ных  круговых отверстий, когда на бесконечности 
осуществлено растяжение усилиями p и q соответст-
венно вдоль и перпендикулярно линиям центров от-
верстий. Начало координат поместим в центре одного 
из отверстий, которое назовем основным, а ось x со-
вместим с линией центров отверстий (рис. 1).  

Будем считать, что все отверстия загружены оди-
наково, причем главный вектор внешних усилий, при-
ложенных к каждому из отверстий, равен нулю.   

В этом случае комплексного переменного функ-
ции φ1 и φ2 выглядят так: 
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Переменные ζi и ζni связаны с zi неявными зави-
симостями вида[3]: 
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где m – количество отверстий.  
При конформном отображении внешности еди-

ничного круга на внешности кругов возникают за-
висимости (2) и (3), которые получаются в областях 
Si. Первые и вторые суммы в выражении (1) пред-
ставляют собой функции, голоморфные вне круглых 
отверстий, включая их границы. Вторые суммы 
можно разложить в сходящиеся ряды по малому 
параметру ε = L−1. При этом выражение (1) примет 
вид  
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Для ортотропной пластинки значения μ1 и μ2 по-
лучаются из решения уравнения 
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При этом известно 2 1μ = μ  и  4 3μ = μ . 
 

 
Рисунок 1 – Однонаправленная армированная пластинка с бесконечным рядом одинаковых круговых отверстий 

 
На контуре L определяются неизвестные коэф-

фициенты Lik методом рядов. У единичного круга γ 
(R = 1) на контуре ζi = σ = eiθ, а по формуле (2) пере-
менная zi выражается через ζi. В качестве примерарас-
смотрен случай композитной пластинки бесконечной 
длины с бесконечным количеством упорядоченных 
круглых отверстий. Отверстия расположены посреди-
не пластинки через L = 3 один от другого. Коэффици-
ент объемного содержания  ζ = 0,488. Нагрузка – рас-
тягивающее вдоль оси y усилие давлением q = 1 Па 
(рис. 1).  Вычисления выполнены с помощью разрабо-
танного программного набора средств в системе «Ma-
ple». Определяем 4 неизвестные коэффициенты функ-
ций (4) при решении систем линейных алгебраических 
уравнений с помощью компоненты обратной матрицы 
4 × 4. Система линейных уравнений получается когда 
на границе основного круглого отверстия выполняют-
ся граничные условия. Применяем формулу С. Г. Лех-
ницкого 1 1 2 2( ) ( )y z z′ ′σ = ϕ + ϕ  для напряженного со-
стояния σy вдоль оси x для композиционных  пласти-
нок. 

 
Таблица 1 – Эффективные упругие постоянные композита 

Модуль упруго-
сти, ГПа 

Мо-
дуль 
сдвига, 
ГПа 

Коэф-
фици-
ент  
Пуас-
сона  

Корни уравне-
ния (7) 

Н
ом

ер
 

ма
те
ри
ал
а 

Ex Ey Gxy νxy μ1 μ3 
I 156,9 173, 5 53,80 0,69 2,13i 0,367i
II 38,38 11,19 4,1 0,32 3,05i 0,607i
III 35,42 6,35 1,78 1,55 2,9i 0,81i 
IV 116,4 9,22 2,54 1,68 5,54i 0,64i 

 
Численные значения корней уравнения (7)  для 

четырех ортотропных однонаправленных пластинок 

при коэффициенте ξ = 0,488 в табл. 1. Для определе-
ния упругих свойств пластинок использованы резуль-
таты расчетов для композитной пластинки с одним 
отверстием из [4-6]. В случае одноосного растяжения 
четырех волокнистых пластинок тетрагональной 
структуры (табл. 1), численно получены результаты 
распределения нормального напряжения σy/q вдоль 
оси x (между отверстиями). Результаты  в третьем 
приближение (k = 3) при  m = 5 представлены на 
рис. 2.  

 

 
Рисунок 2 – Распределение нормального напряжения  σy/q  

 по сечению x = 0 при: L = 3R 
 
Представлены результаты моделирования кон-

центрации напряжений при одноосном растяжении  
четырех пластинок с рядом одинаковых круговых от-
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верстий методом теоретического анализа (m = 5) для 
различных расстояний между центрами отверстий 
L = 2,25R, L = 2,5R, L = 3R, L = 4R, L = 5R и L = 6R на 
рис. 3.  

Количественный анализ графиков изменений 
концентрации напряжений под влиянием разных рас-
стояний между отверстиями пластинок с одинаковы-
ми круговыми отверстиями  приведены на рис. 3.  

Для проверки достоверности вычислений мето-
дом конечных элементов было использовано сравне-
ние полученных результатов с аналитическим мето-

дом. Поставленная задача моделировалась с помощью 
метода конечных элементов в ПК ANSYS. Для реше-
ния проблемы была смоделирована двумерная ячейка 
из модели пластинки с рядом одинаковых  круговых 
отверстий при L = 3R.  

Конечный элемент Plane 182 использовался для 
определения распределения напряжений в пластинке 
из стеклопластика (Материал № II) с круговыми от-
верстиями [7,8]. В силу симметрии задачи вычисления 
проведены для  четверти ячейки и имеют 6049 эле-
ментов (рис. 4).  

 

 
Рисунок 3 – Концентрация напряжений армированных пластинок с рядом круговых одинаковых отверстий при ξ = 0,488 

 

      
                                                           а                               б                                       в                        

Рисунок 4 – Схема: а – модели представительной ячейки с единичным отверстием;  
б – сетки конечных элементов ячейки; в – распределения напряжений σy на пластинке L = 3R и ξ = 0,488 

 
Для вычислений методом конечных элементов 

задаются следующие граничные условия: 
– симметричные условия выполняются на лини-

ях: 

x = 0:  ux = 0;  τxy = 0 и  
y = 0:  uy = 0;  τxy = 0, 
– на линии x = 1,5 выполняются условия симмет-

рии: ux = 0;  τxy = 0; 
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– на линии y = 7: растягивающая сила q = 1, 
τxy = 0. 

Приведено распределение напряжений σy при од-
ноосном растяжении растягивающей силой q на рис. 
4, в.   

Из рис. 3, 4 очевидно, что условие равновесия 
выполняется на ячейке так: 

На линии y = 0 и y = 7:  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −×=× 1

22
LLq σ ; 

Поэтому при  L = 3, R = 1 и q = 1:  3=σ , где 

σ  – среднее значение напряжения между отвер-
стиями на линии  y = 0. 

Таким образом сопоставление аналитических ре-
зультатов с методом конечных элементов свидетель-
ствует о достоверности полученных данных. 

 
Вывод. Полученные результаты позволяют ут-

верждать, что плоское напряженное состояние одно-
осного растяжения анизотропной пластинки с отвер-
стиями зависит от свойств материалов и, кроме этого, 
от количества и расстояний между центрами одинако-
вых круглых отверстий. Для проверки достоверности 
результатов выполнено сравнение решений, получен-
ных методом функций комплексного переменного и 
методом конечных элементов. 
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