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НЕЛИНЕЙНЫЕ КОЛЕБАНИЯ РОТОРА НА РАДИАЛЬНО-УПОРНЫХ ШАРИКОПОДШИПНИ-
КАХ ПРИ СОВМЕСТНОМ ДЕЙСТВИИ ДИСБАЛАНСА И ВИБРАЦИИ ОПОР 
 

Получена модель нелинейных колебаний ротора на радиально-упорных шарикоподшипниках с предварительным осевым поджатием. Мето-
дом продолжения по параметру получена амплитудно-частотная характеристика системы при совместном действии дисбаланса и вибрации 
опор. Анализ показал, что колебания возникают не только на основных резонансных частотах, но и на частотах меньше резонансных в целое 
число раз. Исследованы неустойчивые режимы и характер бифуркаций периодических решений. 
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Введение. Многие агрегаты, например гироско-
пические приборы, турбохолодильники самолетов, 
работают в условиях вибрации, которая распространя-
ется по конструкции машины даже при наличии виб-
роизоляции. Роторы этих агрегатов должны быть за-
щищены от ударов, которые могут возникнуть в ре-
зультате раскрытия и закрытия зазоров между шари-
ками и канавками качения подшипников при попереч-
ной вибрации ротора. Такие роторы устанавливают на 
радиально-упорных шарикоподшипниках с предвари-
тельным осевым поджатием. 

Уравнения для определения нелинейной жестко-
сти предварительно поджатых подшипников выведе-
ны в [1], однако для выполненных в этой статье ис-
следований они линеаризованы. В статье [2] численно 
и экспериментально исследованы поперечные колеба-
ния ротора на радиально-упорных предварительно 
поджатых шарикоподшипниках, вызванные дисбалан-
сом диска и показана их зависимость от нелинейных 
контактных сил. В статье [3] исследована параметри-
ческая неустойчивость вала на шарикоподшипниках 
под действием переменной осевой силы. 

В статье [4] исследованы свободные колебания 
ротора на радиально-упорных шарикоподшипниках с 
предварительным поджатием и получены скелетные 
кривые и нелинейные нормальные формы колебаний 
при разных углах между линией действия контактных 
сил и осью подшипника. В летательных аппаратах и 
морских судах опоры агрегатов подвержены воздейст-
вию вибраций планера аппарата или корпуса судна. 
Влияние этих факторов на вынужденные колебания 
ротора остались не исследованными. 

Целью настоящей работы является исследование 
нелинейных колебаний ротора на радиально-упорных 
шарикоподшипниках с предварительным поджатием, 
вызванные одновременным действием дисбаланса и 
вибрации опор. 

 
Расчетная схема. Ротор представляет собой вал 

с диском, закрепленным несимметрично относительно 
опор (рис. 1). Назначение и условия работы агрегатов, 
в которых применяют осевое поджатие шарикопод-
шипников, таковы, что соотношение длины и диамет-
ра вала обусловливают жесткость вала на порядок 
больше жесткости подшипников. Поэтому считаем 
вал недеформируемым телом, а степенями свободы 
являются перемещения цапф относительно внешних 

колец подшипников. 

 
Рисунок 1 – Схема ротора 

 

 
Рисунок 2 – Схема шарикоподшипника 

 
Компоненты упругих реакций подшипника вдоль 

осей x, y, z получены в работе [1]; они имеют следую-
щий вид: 
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где xl, yl, z – смещения центра внутреннего кольца от-
носительно центра наружного кольца; 2,1=ι  – номер 
обобщенной координаты цапфы; углы α и βν показаны 
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на рис. 2; ν и NB – номер и количество шариков; P0 – 
сила предварительного осевого натяга, z0 – осевое 
смещение внутреннего кольца относительно внешнего 
кольца от действия силы P0. Величину z0 определяем 
из геометрических соотношений в зонах контакта 

( ) α−++= sin2 210 BK dwwRz , 
где PK – радиусы канавок качения в кольцах подшип-
ника, w1 и w2 – сближения внутреннего и внешнего 
колец с шариком по направлению линии контакта, 
вызванные предварительным осевым поджатием; dB – 
диаметр шарика. Сближения вычисляем по формуле 
Герца [5] 

,2,1;2
3

== iPbw Kii  
где b1 и b2 – коэффициенты формулы Герца; PK – сила 
сжатия, действующая по направлению линии контакта 

( )αΝ= sin0 BK PP . 
Угол α определяется из уравнения  
( ) 2121 2cos2 RRRdwwR KBK −+=α−++ , 

где R1 и R2 – радиусы внутреннего и внешнего колец, 
измеренные от оси подшипника до середин канавок 
качения. 

Коэффициенты формулы Герца определены вы-
ражением 
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где F1, E1 – эллиптические интегралы первого и второ-
го рода; K11, K12, K21, K22 – кривизны главных нор-
мальных сечений контактирующих поверхностей; k – 
корень трансцендентного уравнения 

( ) ( ) ( ) ( )22122111
2

1111 KKKKkEFEF −−=−− . 
Величины Θ1 и Θ2 зависят от свойств материалов 

контактирующих тел, они определены зависимостью: 
( ) ( ) 2,1;1 2 =πμ−=Θ iEiii , 

где μi и Ei – коэффициенты Пуассона и модули упру-
гости материалов подшипниковых колец и шариков. 

 
Уравнения колебаний ротора. Длину вала обо-

значим l; перемещения срединной линии вала по на-
правлениям координатных осей ux, uy, записываются 
следующим образом: 

( ) ( ) ( )
l

tx
l

ltxtux
ζ

+
ζ−

=ζ 21, ; 

( ) ( ) ( ) ,, 21 l
ty

l
ltytu y

ζ
+

ζ−
=ζ                  (2) 

где ζ – координата сечения вала по оси z, x1(t), x2(t), 
y1(t), y2(t) – обобщенные координаты, описывающие 
радиальные перемещения цапф; t – время. Внутренние 
кольца шарикоподшипников совершают как радиаль-
ные, так и осевые колебания относительно наружных 
колец. Отметим, что перемещения малы по сравнению 
с длиной вала. Тогда продольные колебания ротора 
вдоль координатной оси z можно описать одной 
обобщенной координатой uz = z(t). 

Для составления уравнений движения воспользу-
емся уравнениями Лагранжа второго рода. При наших 
допущениях выражение кинетической энергии вала TB 
в виде функции обобщенных координат будет 
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где ρ – плотность материала вала, I – момент инерции 
сечения вала, S – площадь сечения вала; Ω – угловая 
скорость вращения ротора. Кинетическая энергия 
диска TD в виде функции обобщенных координат бу-
дет 
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где I1 – экваториальный момент инерции, I0 – поляр-
ный момент инерции, m0 – масса диска, ζD – координа-
та диска по оси z.  

Из допущения о том, что вал недеформируемый 
следует, что потенциальная энергия деформации сис-
темы представлена только энергией деформации под-
шипников ( )zyxyx ,,,, 2211ΠΠ=Π . Производные по-
тенциальной энергии по обобщенным координатам 
представляют собой выражения (1). 

Демпфирование, обусловленное смазкой опор, 
обычно определяют на основе экспериментов и опи-
сывают моделью вязкого трения [6,7]. В этом случае 
диссипативная функция Рэлея Φ имеет вид 

( )22
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где C – коэффициент демпфирования. 
Используя выражения (1), (3), (4) и (5) получим 

уравнения колебаний в матричном виде 
( ) ( ),tQXKXCXGXM =+⋅+⋅+⋅ &&&&                 (6) 

где M – матрица масс; G – гироскопическая матрица; 
C – матрица демпфирования; K(X) − вектор, компо-
нентами которого являются нелинейные функции (1), 
X – вектор обобщенных координат, Q(t) – вектор пра-
вой части. 

Колебания возбуждаются совместным действием 
силы дисбаланса диска и вибрации опор, поэтому 

( ) ( ) ( )ttt D ,, ω+Ω= ΠQQQ , 
где QD(Ω,t) – вектор сил, обусловленных дисбалансом 
диска, QΠ(ω,t) – вектор кинематического возбуждения 
колебаний, ω – круговая частота вибрации опор. Пер-
вый вектор 
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где 2
0 Ω=Π amA  получаем в результате дифференци-

рования (4). Второй вектор следует записать следую-
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щим образом [8]: 
( ) ( )tt ,, ω⋅=ω ΠΠ AMQ , 

где M  – матрица масс, ( )t,ωΠA  – вектор виброуско-
рений опор, 

( ) [ ] tAAAAAt zyxyx ω=ω Τ
ΠΠΠΠΠΠ sin2211A , 

где AΠx1, …, AΠz – амплитуды виброускорений. 
 
Построение амплитудно-частотных характе-

ристик (АЧХ) методом продолжения по параметру. 
Под АЧХ понимаем зависимость полуразмаха колеба-
ний от частоты ω, частоту Ω считаем фиксированной. 
Определим безразмерные параметры следующим об-
разом:  

01 zxx A = ;     01 zyyA = ;     02 zxxB = ; 

02 zyyB = ;    0zzzA = ;    1ωω=ω ;    1ω⋅=τ t ,  
где ω1 – основная резонансная частота линеаризован-
ной системы при o15=α . Уравнение (5) можно запи-
сать в виде: 

( )τ= ,, UUfU &&& ,                                   (7) 
где f – n-мерная вектор-функция, 

[ ]Tzyxyx BBAA=U  – вектор безразмерных 

обобщенных координат. Обозначив UV &= , перепи-
шем (7) в виде системы дифференциальных уравнений 
первого порядка 

( )τϕ= ,YY& ,                                     (8) 

где φ – 2n-мерная вектор-функция, { }ΤΤΤ= YUY . 
Условие периодичности решений уравнения (8) мож-
но записать в виде: 

( ) ( )TYY =0 ,                                   (9) 
где T – период. Если ввести в рассмотрение векторы 

( )00 YY =  и ( )TT YY = , определяющие состояние 
системы (8) в моменты времени τ = 0 и τ = T, то задачу 
Коши (8) с краевыми условиями (9) можно свести к 
решению неявного уравнения  

( ){ } 00 YYY =T .                              (10) 
Поскольку функцию ( ){ }T0YY  не удается описать 

аналитически, для ее определения интегрируем систе-
му (8) численным методом Рунге-Кутта. Вблизи резо-
нансной частоты АЧХ может быть неоднозначной. 
Вне резонансной области АЧХ нелинейной системы 
приближается к АЧХ линейной системы. Поэтому для 
построения первого приближения начальной точки 
АЧХ определяем собственные частоты линеаризован-
ной системы и решаем уравнение (10) для этой систе-
мы в стороне от резонанса. Следующие точки АЧХ 
находим, выполняя заранее назначенный шаг по па-
раметру продолжения в сторону резонансной области. 
Параметром продолжения для первых точек АЧХ яв-
ляется частота. Вблизи резонанса на АЧХ могут поя-
виться особые точки, в которых касательная к кривой 
перпендикулярна оси абсцисс. При подходе к этой 
точке надо менять параметр продолжения АЧХ с час-
тоты на одну их фазовых координат. Такую задачу 
построения точек АЧХ называют инвертированной. 
Уточнение решений как прямой, так и инвертирован-

ной задачи осуществляется итерационным методом 
Ньютона [9].  

После окончания итераций еще раз выполняем 
интегрирование по алгоритму метода Ньютона. Полу-
чим матрицу Якоби, которая будет тождественна мат-
рице монодромии, ее мультипликаторы ψ±ξ=λ i  
определяют устойчивость и характер бифуркаций рас-
сматриваемой точки АЧХ [10]. 

 
Результаты численных исследований. Рас-

смотрены колебания недеформируемого ротора с од-
ним диском l = 0,5 м, ζD = 0,125 м, диаметр вала 
d = 0,025 м, m0 = 10 кг, I1 = 0,1 кг⋅м2, I0 = 0,2 кг⋅м2, ко-
торый вращается на радиально-упорных подшипниках 
средней серии по ГОСТ 831-75. Характерные пара-
метры подшипника таковы: радиус внешней канавки 
качения R2 = 27,5167 мм; α = 15°; радиус внутренней 
канавки качения R1 = 16,000 мм; радиус поперечного 
сечения канавок качения RK = 5,930 мм; диаметр ша-
рика dB = 11,510 мм; количество шариков ΝB = 7; мо-
дуль упругости E = 2,1·1011 Па; коэффициент Пуассо-
на μ = 0,3. 

При совместном действии дисбаланса и вибрации 
опор проявляются резонансы всех форм колебаний 
ротора, а также резонансы с кратными частотам. На 
рис. 3 показана АЧХ ротора на подшипниках с углом 
контакта α = 15°. Резонансы 1, 2, 3 соответствуют 
форме колебаний, когда цапфы вала находятся с про-
тивоположных сторон от оси симметрии подшипни-
ков и в процессе колебаний движутся в сторону вра-
щения ротора. Их частоты относятся как целые числа 
– 1, 1/2, 1/3. Резонанс 4 соответствует форме колеба-
ний, когда цапфы вала находятся с противоположных 
сторон от оси симметрии подшипников и в процессе 
колебаний движутся противоположно вращению ро-
тора. На АЧХ заметны резонансы и с более низкими 
частотами, соответствующими этим формам колеба-
ний. Их амплитуды невелики, а частоты также отно-
сятся как целые числа. 

 

   
Рисунок 3 – АЧХ координаты yB     

 
На рис. 4 показана область низких частот той же 

АЧХ. Резонансы 1, 2, 3, 4, 5 соответствуют форме ко-
лебаний, когда цапфы вала находятся с одной стороны 
от оси симметрии подшипников и в процессе колеба-
ний движутся в сторону вращения ротора. Их частоты 
относятся как 1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5. 

Траектории центров цапф на основных резонан-
сах всех форм колебаний близки к окружностям, как 
показано на рис. 5 для формы колебаний, когда цапфы 
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вала находятся с противоположных сторон от оси 
симметрии подшипников и в процессе колебаний 
движутся в сторону вращения ротора ( 4,2405=ω ). 
Для кратных частот за каждый цикл колебаний цапфа 
описывает столько круговых петель, во сколько раз 
частота ниже основной частоты для этой формы. 

 

 
Рисунок 4 – Начало АЧХ координаты yB  

 

 
Рисунок 5 – Траектория цапфы 4,2405=ω  

 

 
Рисунок 6 – Траектория цапфы 0,5098=ω  

 
Между резонансами с большими амплитудами на 

рис. 4 хорошо видны резонансы с относительно ма-
лыми амплитудами и частотами, кратными частотам 
резонансов с формами колебаний, когда цапфы вала 
находятся с противоположных сторон от оси симмет-
рии подшипников. В результате наложения колебаний 
по нескольким формам здесь траектории центров 
цапф более сложные, как показано на рис. 6 для час-
тоты 0,5098=ω . 

На левых ветвях резонансных пиков наблюдают-
ся неустойчивые режимы колебаний, для которых 
наибольший мультипликатор матрицы монодромии 
становится действительным числом λ1 > 1. На правых 
ветвях неустойчивые режимы появляются возле са-
мых вершин резонансных пиков, модули наибольших 
комплексно-сопряженных мультипликаторов возрас-

тают до величин 12,1 >λ . На рис. 7 показана траекто-
рия центра цапфы за десять периодов на левой ветви 
АЧХ, когда цапфы вала находятся с одной стороны от 
оси симметрии подшипников ( 1,033=ω ). На рис. 8 
показана траектория цапфы за десять периодов на 
правой ветви АЧХ для такой же формы колебаний 
( 0,453=ω ). Видно, что на этих режимах колебания 
становятся непериодическими. На резонансах соот-
ветствующих всем остальным формам колебаний на-
блюдаются аналогичные процессы. 

 

 
Рисунок 7 – Траектория цапфы 1,033=ω  

 

  
Рисунок 8 – Траектория цапфы 0,453=ω  

 

 
Рисунок 9 – Колебания 1,033=ω  

 

 
Рисунок 10 – Отображение Пуанкаре 1,033=ω  
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Для анализа динамики ротора на неустойчивых 
режимах построены зависимости обобщенных коор-
динат от времени. На левых ветвях АЧХ наблюдаются 
хаотические колебания, как показано на рис. 9 при 

1,033=ω . Отображение Пуанкаре для этого режима 
показано на рис. 10. На правых ветвях АЧХ наблюда-
ются колебания по типу биений, как показано на 
рис. 11 при 0,453=ω . Отображение Пуанкаре для 
этого режима показано на рис. 12. 

 

 
Рисунок 11 – Колебания 0,453=ω  

 

 
Рисунок 12 – Отображение Пуанкаре 0,453=ω  

 
Выводы. Анализ нелинейной динамики ротора 

на радиально-упорных шарикоподшипниках с предва-
рительным поджатием показал, что при совместном 
действии дисбаланса и вибрации опор возбуждаются 
все формы колебаний ротора, все АЧХ мягкие и на 
левых и правых ветвях АЧХ имеются неустойчивые 
режимы разного типа. При этом колебания возникают 
не только на основных резонансных частотах, но и на 
частотах меньше резонансных в целое число раз.  

Резонансы, соответствующие форме колебаний, 
когда цапфы вала находятся с одной стороны от оси 
симметрии подшипников имеют наибольшую ампли-
туду, а резонансы, соответствующие форме колеба-
ний, когда цапфы вала находятся с противоположных 
сторон от оси симметрии подшипников и в процессе 
колебаний движутся противоположно вращению ро-
тора – наименьшую амплитуду. 

Такое поведение системы объясняется тем, что час-
тота вибрации опор близка к частоте вызванных дисба-
лансом резонансных колебаний. Частоты резонирующих 
форм колебаний имеют тот же порядок. Наложение этих 
возмущающих колебаний порождает биения суммарной 
возбуждающей вибрации с разными частотами, которые 
вызывают все рассмотренные резонансы. 
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