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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ УПРАВЛЯЕМОГО 
ДВИЖЕНИЯ СТЕРЖНЕВОЙ МОДЕЛИ КОСМИЧЕСКОГО 
АППАРАТА  

 
В процесі розробки законів керування для космічних апаратів постає задача керованого руху 
пружних об’єктів. Однією з можливих методик розв'язання таких задач є методика з використан-
ням метода скінчених елементів для розв'язання динамічного аналізу моделі з урахуванням пру-
жних збурень. В результаті проведених досліджень розроблено методику, яка дозволяє моделю-
вати керований рух пружного тіла з використанням МСЕ.  
 
The guided motion problem of elastic body appers.in process of spacecraft control law designing. One 
of possible methods of suchlike problem solution is the FEM- based method of dynamic analysis whith 
account of elastic disturbances. As a result of performed analysis the method which allows simulating 
the controlled motion of elastic body has been developed. 
 
В процессе разработки законов управления для космических аппаратов появляется задача управ-
ляемого движения упругих объектов. Одной из возможных методик решения таких задач являет-
ся методика с использованием метода конечных элементов для динамического анализа модели с 
учетом упругих возмущений. В результате проведенных исследований разработана методика, по-
зволяющая моделировать управляемое движение упругого тела с использованием МКЭ. 
 

1 Описание проблемы. В процессе разработки законов управления для 
космических аппаратов (КА) встает задача учета влияния упругих возмуще-
ний, возбужденных вынужденными колебаниями КА, вызванными, в свою 
очередь, переменным управляющим воздействием. Решение подобных задач 
обычно проводилось аналитически для упрощенных моделей, составленных 
из ограниченного числа сосредоточенных масс, соединенных упругими свя-
зями с заданными упругими и демпфирующими характеристиками. Развитие 
вычислительной техники сделало возможным решать данную задачу числен-
ными методами с использованием более сложных моделей с распределенны-
ми характеристиками. Одной из возможных методик решения подобных за-
дач  является методика с использованием  метода конечных элементов для 
решения задачи динамического анализа модели с учетом упругих возмуще-
ний. Общий  алгоритм решения проблемы управляемого движения (разворо-
та)  упругого тела приведен на рис. 1.  

 
2 Математическая постановка задачи. Задача динамического анализа 

движения упругого тела под действием нестационарных внешних нагрузок 
для линейной системы описывается следующим уравнением: 

)}({}]{[}]{[}]{[ tFuCuKuM a=++ ��� ,                                  (1) 
где [M] – матрица масс, [K] – матрица демпфирования, [C] – матрица жестко-



  

сти, }{u��  – вектор узловых ускорений, }{u� – вектор узловых скоростей, {u} – 
вектор узловых перемещений, {Fa(t)} – вектор внешних сил, изменяющийся 
во времени. 

Задача управляемого движения упругого тела в общем случае является 
геометрически нелинейной, так как во время маневра тело совершает боль-
шие повороты как твердое тело, в то время как напряжения в нем остаются в 
рамках линейной теории. Это приводит к тому, что вместе с телом поворачи-
ваются системы координат конечных элементов (рис. 2).  

Для компенсации данной нелинейности вводится матрица поворота 
[Tn], определяющая положение повернутых систем координат элементов от-
носительно некой первоначальной системы координат:  

[Tn] = [Tv] [Rn]                                                  (2) 
Конкретный вид матрицы [Тn] зависит от типа используемого элемента 

и для стержневого элемента определяется путем усреднения узловых поворо-
тов [1].  

 

 
Рисунок 1 – Блок-схема алгоритма моделирования управляемого  

движения упругого тела 
 



  

 
Рисунок 2 – Геометрическая нелинейность при больших поворотах 

 
В данной задаче применена модель вязкого трения, при  котором сила 

трения пропорциональна скорости движения тела. Матрица [C], определяю-
щая данную зависимость имеет, следующий вид: 
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где β – коэффициент демпфирования при матрице жесткости, βj – коэффици-
ент демпфирования при матрице жесткости для j-го материала, [Kj] – часть 
матрицы жесткости для j-го материала, Nm – число материалов, используе-
мых в системе. 

Для нахождения вектора узловых перемещений {u} для момента време-
ни tn необходимо решить краевую задачу  

[A]{u} = {Fa},                                                (4) 
где [A] – матрица коэффициентов, в общем случае зависящая от {u}.  

Данная краевая задача является в общем случае нелинейной и решается 
с использованием метода Ньютона-Раффсона [2]: 
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где {Δui} – приращения перемещений на i-ой итерации, [Ai

T] – матрица-
якобиан, {Fng} – вектор восстанавливающих нагрузок. 

Задача динамического анализа решается одной из реализаций метода 
прямого интегрирования во времени [3]:  
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3 Описание исследовательской модели. В качестве объекта исследо-
вания был выбран микроспутник, представляющий собой небольшое цен-
тральное ядро с 4-мя большими упругими элементами – солнечными бата-
реями.  

 

 
Рисунок 3 – Модель микроспутника 

 
Было принято решение в качестве исследовательской модели использо-

вать упрощенную модель спутника, представляющую собой шарнирно за-
крепленный стержень, состоящий из двух частей с разными жесткостными, 
демпфирующими и массово-габаритными характеристиками, совершающий 
поворот вокруг точки закрепления (рис. 4). Данный выбор был обусловлен 
стремлением минимизировать требования к вычислительным мощностям на 
период разработки и отладки реализации алгоритма. 

 

 
Рисунок 4 – Стержневая исследовательская модель 

 
Как было сказано выше, модель представляет собой шарнирно закреп-

ленный в одном конце составной двумерный стержень. Одна его часть (1), 
ближайшая к точке закрепления, моделирует жесткое ядро спутника, а вторая 
часть (2) его упругие элементы: солнечные батареи и т.д. Для каждой из час-
тей задается следующий набор параметров:  

– Длина участка стержня; 
– Высота участка стержня; 
– Момент инерции сечения участка стержня; 
– Площадь сечения участка стержня; 
– Модуль упругости участка стержня; 
– Плотность участка стержня;  



  

– Коэффициент демпфирования  участка стержня. 
В качестве разновидности управляемого движения спутника было ре-

шено рассматривать плоское вращение вокруг центра масс. Управляемое вра-
щение упругого стержня осуществляется посредством приложения перпен-
дикулярно к оси стержня управляющей силы F, рассчитывающейся по сле-
дующему закону управления: 

ωϕϕωϕ 21 )(),( kkF k −+−= ,                                          (7) 
где φ, ω – текущие значения угла поворота и угловой скорости в точке закре-
пления стержня; φk – целевое (конечное) значение угла поворота; k1, k2 – ко-
эффициенты закона управления. 

В качестве выходных данных модели были определены следующие ве-
личины: 

– Время, с; 
– Угол поворота относительно центра вращения, рад; 
– Угловая скорость относительно центра вращения, рад/с; 
– Величина управляющей силы, Н; 
– Линейные ускорения в 10 точках, равномерно распределенных по 
длине модели; 

– Отклонения от недеформированной оси стержня в 10 точках, равно-
мерно распределенных по длине модели, м. 

Параметры закона управления были приняты:  
– Максимальная тяга управляющего усилия – 10 Н. 
– Характерное время реакции управления (шаг интегрирования по вре-
мени) 0,1 с. 

– Необходимая точность маневра: по углу – 1 градус, по угловой скоро-
сти 0,1 град./с. 

 

 
Рисунок 5 – Поворот стержня на заданный угол 

 
4 Верификация модели. В рамках  верификационных процедур для ис-

следовательской расчетной модели были проведены два верификационных 
расчета: 

– Равномерный поворот шарнирно-закрепленного стержня на заданный 
угол. 

– Равноускоренное движение шарнирно-закрепленного стержня под 



  

действием момента, приложенного в точке закрепления.  
 

4.1 Поворот стержня на заданный угол. Целью данного верификаци-
онного расчета было исследование адекватности результатов численного мо-
делирования поворота с расчетными. В качестве модели был взят стержень с 
массой, стремящейся к нулевой (рис. 5) и следующими  граничными усло-
виями в точке A: перемещения равны нулю, угловая скорость 400 об/с.  В ка-
честве параметров сравнения рассматривались перемещения свободного кон-
ца стержня.   

Параметры модели были приняты следующими: 
– Длина – 0,254 м; 
– Плотность – 1 · 10−6 кг/м3; 
– Модуль упругости – 7,3 · 1010 Па. 
Сравнительные результаты моделирования и расчета приведены в табл. 1. 
 

Таблица 1 – Сравнительные результаты моделирования и  
расчета поворота стержня 

Поворот, град Перемещение, м Расчет Моделирование 
60 δx  -0,127 -0,127 
90 δy  0,254 0,254 

180 δx  -0,508 -0,508 
210 δy  -0,127 -0,127 
315 δx  -0,074422 -0,074422 
360 δy  0,0 0,0 

 
4.2 Равноускоренное движение стержня. Целью данного верификаци-

онного расчета было исследование адекватности динамического отклика 
шарнирно-закрепленного стержня на приложение в центре крутящего мо-
мента. Параметры модели были выбраны следующие: 

– Длина – 1 м; 
– Плотность – 1000 кг/м3.; 
– Сечение – прямоугольное, высота – 0,1 м, ширина – 0,1 м; 
– Величина крутящего момента – 1 Н · м. 
В качестве параметра сравнения рассматривалось угловое ускорение во-

круг центра вращения. Сравнительные результаты приведены в табл. 2. 
 

Таблица 2 – Сравнительные результаты моделирования и расчета равноуско-
ренного поворота стержня 

Параметр Расчет Моделирование 
Угловое ускорение, м/с2 0,3 0,299244 

 
5 Математическая модель управляемого плоского вращения жест-

кого стержня. Для сравнения с результатами моделирования для управляе-



  

мого движения упругого тела  ыла разработана эквивалентная модель жест-
кого тела, обладающая одинаковыми с ней массово-габаритными характери-
стиками и совершающая аналогичный маневр по аналогичному закону дви-
жения. 
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где M – управляющий момент; I – момент инерции стержня относительно 
центра вращения; ε – угловое ускорение; Δω – приращение угловой скорости 
за время Δt; Δφ – приращение угла поворота за время Δt при начальной угло-
вой скорости ω0. 

 
6 Результаты моделирования. Моделировался поворот на 180 градусов 

для исследовательской упругой модели и соответствующей ей жесткой модели.  
Время поворота на угол 180 градусов: 
– жесткой модели – 58,8 с.; 
– упругой модели – 327,2 с. 
Зависимости угла поворота, угловой скорости и величины управляющей 

силы приведены на рис. 6-8. 
 

 
Рисунок 6 – Изменение угла поворота при маневре жесткого и упругого тел 

 
Для изучения отклонения упругого стержня от недеформированной оси 

были выведены отклонения в узлах U10-U250 с шагом в тридцать узлов. Ди-



  

намика отклонения стержня от недеформированной оси в течении первых 11 
с. приведена на рис. 9. 
 

 
Рисунок 7 – Изменение угловой скорости при маневре жесткого и упругого тел 

 
Рисунок 8 – Изменение величины управляющей силы при маневре жесткого  

и упругого тел 
 

Также получены распределения линейных ускорений по оси стержня во 
времени, показанные для первых 9 с. (рис. 10.) 
 

Выводы. В результате проведенных исследований разработана методи-
ка, позволяющая моделировать управляемое движение упругого тела с ис-



  

пользованием МКЭ. Разработана программная реализация данной методики.  
Из результатов моделирования видна необходимость учета упругих 

свойств спутника в создании законов управления. Маневр, совершенный по 
закону управления, не учитывающему упругих свойств спутника, занимает 
для рассматриваемой модели в пять раз больше времени, чем маневр абсо-
лютно жесткой модели спутника. 
 

Отклонения упругого стержня от недеформированной оси 

 
Рисунок 9 – Динамика отклонения стержня в течении первых 11 с. 

 
Рисунок 10 – Профиль линейных ускорений вдоль оси стержня 

 



  

Список литературы: 1. Rankin, C. C., Brogan, F. A. An Element Independent Corotational Procedure 
for the Treatment of Large Rotations // Journal of Pressure Vessel Technology. – Vol. 108. – PP. 165-
174 (May 1986). 2. Bathe, K. J. Finite Element Procedures. – Prentice-Hall, Englewood Cliffs (1996). 3. 
Chung, J., Hulbert, G. M. A Time Integration Algorithm for Structural Dynamics with Improved Nu-
merical Dissipation: The Generalized-α Method // Journal of Applied Mechanics. – Vol. 60. – PP. 371 
(1993). 

Поступила в редколлегию 23.06.2011 
 
 
 
 
 
 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /SyntheticBoldness 1.000000
  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002000d>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002000d>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /GRE <>
    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002000d>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e000d>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice




