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ДИСКРЕТНАЯ МОДЕЛЬ ДИСКА С ЛОПАТКАМИ
ГАЗОТУРБИННОГО ДВИГАТЕЛЯ

Лопатки і диски є одними з найбільш навантажених елементів газотурбінних двигунів. З огляду
на велику складність задачі, дослідження їх роботи потребує застосування сучасних методів, що
ґрунтуються на використанні ЕОМ. При цьому дуже цікаві є дискретні моделі, як такі, що найлі-
пше пристосовані для такого дискретного приладу, як ЕОМ. У статті пропонується дискретна
модель диска газотурбінного двигуна, що дозволяє враховувати вигінні коливання лопаток сумі-
сно із рухом диска. Використання властивості симетрії системи  дає можливість звести задачу із
великою кількістю степенів свободи до задачі з двома або трьома степенями свободи. Описані
усі власні форми коливань системи.

Blades and disks are the most loaded elements of gas-turbine engines. In view of the big complexity of a
problem, research of their work demands application of the modern methods based on use of the com-
puter. Thus discrete models, as in the best way adapted for such discrete device, as represent the com-
puter, are very interesting. In the  article the discrete model of a gas-turbine engine disk with blades is
offered, allowing to take into account winding oscillations of blades together with movement of a disk.
Use of symmetry of system allows to reduce a task about oscillations of system with the big number of
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degrees of freedom to a task with two and three degrees of freedom. All mode shapes of oscillations of
the system are described.

Введение. Возможность и эффективность теоретических исследований
динамики роторных систем ГТД с целью создания новых методов обнаруже-
ния дефектов в значительной степени определяются видом используемой ди-
агностической модели [1]. Модель должна быть достаточно простой [2,3] и
соответствовать не только объекту, но и явлению, исследуемому при выделе-
нии диагностических признаков и формировании правил принятия решений о
техническом состоянии объекта. Примерами таких явлений могут служить
нарушение сплошности материала [4] и «дыхание» трещины [5] при диагно-
стике усталостных трещин в лопатках, изменение параметров авиационного
двигателя, регистрируемых в процессе эксплуатации [6]. На сегодняшний
день наиболее распространенным методом построения математических моде-
лей является метод конечных элементов, вопросам применения которого по-
священо множество работ [7,8]. В таких исследованиях основной является
проблема дискретизации непрерывных моделей. Вместо этого возможно по-
строение изначально дискретной модели. В данной работе строится дискрет-
ная модель диска с лопатками газотурбинного двигателя, пригодная для на-
хождения собственных частот и собственных форм колебаний. При изгибных
колебаниях лопатку обычно рассматривают как консольную балку. В отличие
от этого движение деформируемой лопатки в данной работе аппроксимирует-
ся движением двух упруго соединенных жестких стержней, что позволяет
рассматривать две изгибные формы колебаний. Получена система уравнений,
описывающих совместное движение жесткого диска и венца лопаток. Исполь-
зование симметрии системы позволяет свести задачу о колебаниях системы с
большим числом степеней свободы к задаче с двумя и тремя степенями сво-
боды. Нахождение собственных частот и собственных форм колебаний сведе-
но к нахождению собственных чисел и собственных векторов некоторых мат-
риц. Описаны все собственные формы колебаний системы. Дальнейшие ис-
следования предполагают построение вибрационного критерия наличия по-
вреждений, основанного на анализе изменения частотного спектра и форм ко-
лебаний поврежденного изделия. Принципиальным является использование
симметрии как прием, приводящий к упрощению системы. Другими метода-
ми, используемыми при исследовании сложных механических систем, явля-
ются, например, методы усреднения, ускоренной сходимости и асимптотиче-
ских разложений [9], принцип дополнительности [10].

Описание модели. Реальная лопатка заменена двумя жесткими стерж-
нями, упруго закрепленными между собой и прикрепленными  к жесткому
диску, причем моменты инерции стержней и жесткости упругих закреплений
подобраны так, чтобы частоты колебаний модельной лопатки совпадали с
нижними частотами колебаний реальной лопатки. Будем считать, что все ло-
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патки, соединенные с данным диском, имеют одинаковые характеристики.
Диск считается значительно более жестким, чем лопатки, и рассматривается
как абсолютно твердое тело. Некоторые упругие свойства диска учтены при
помощи линейных пружин, соединяющих соседние лопатки. В данной работе
мы не касаемся теоретико-экспериментальных методик замены сложных уз-
лов ГТД их дискретными аналогами, решая задачу о совместных колебаниях
систем типа диск-венец лопаток.

Диск имеет радиус R и на нем с постоянным шагом 2π/n прикреплены n
абсолютно жестких лопаток, соединенных упруго с диском.

Все лопатки одинаковы, стержни первого уровня (стержни, соединенные
с диском), имеют массы m1, моменты инерции относительно их центров масс
j1 и расстояния от центров масс до точек крепления a1. Крутильные жесткости
спиральных пружин, соединяющих эти стержни с диском, равны c1. Стержни
второго уровня имеют соответствующие характеристики m2, j2, a2. Крутиль-
ные жесткости пружин, соединяющих стержни второго уровня со стержнями
первого уровня, равны c2. Длину стержня первого уровня обозначим через l.
Жесткости линейных пружин, соединяющих соседние лопатки, равны c0, рас-
стояние от точки крепления каждой из лопаток к диску до точки крепления
линейной пружины к лопатке равно h (рис.1).

Диск имеет упругие внешние связи с жесткостями при перемещениях
воль осей Ox и Oy, равными c, и жесткостью при повороте в плоскости диска
cφ. Масса диска M, момент инерции относительно центральной оси, перпен-
дикулярной плоскости диска, J.

Рис. 1. Параметры лопатки

Исследуемая система описывается 2n + 3 обобщенными координатами.
Движение диска задается координатами x, y смещений центра диска вдоль
осей координат и углом φ поворота диска. Движения лопаток задаются отно-
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сительными углами ξk ),1( nk =  поворотов стержней первого уровня в плоско-
сти диска (угол откладывается от нормали, проведенной к окружности диска в
точке крепления лопатки к диску) и углами ηk поворотов стержней второго
уровня в плоскости диска (угол откладывается от той же нормали) (рис.2).

Рис. 2. Обобщенные координаты системы

Решение модели. Уравнения Лагранжа движения системы выглядят
следующим образом:

( ) ( )( ){∑ +++−++
k

kk aRmxnmnmM ξϕϕθ 1121 sin

( ) ( )( )} 022 =++++++ cxalRm kk ηϕξϕϕ ;
( ) ( )( ){∑ ++++++

k
kk aRmynmnmM ξϕϕθ 1121 cos

( ) ( )( )} 022 =++++++ cyalRm kk ηϕξϕϕ ;

( ) ( )( )[ ] ++++++++ ϕ21
2

22
2

11 jjalRmaRmnJ
( ) [ ]+−+++ ∑

k
kkk xyaaRm θθξ sincos111

( )∑ ∑∑ =+++−+++++
k k

k
k

kkkkk cjjxyalalRm 0)sincos( 21222 ϕηξθθηξ ϕ ;

( )[ ]+−+++ kkk xyRama θθϕξϕ sincos111

( ) ( )[ ]+−++++++ kkkk xyaRllm θθηϕϕξϕ sincos22

( ) 0)2( 101020211 =−−−+++++ +− kkkkk hchcchcccj ξξηξξϕ ;
( ) ( )[ ] ( ) 0sincos 222222 =−+++−+++++ kkkkkkk ccjxylRama ξηηϕθθξϕϕηϕ .

Согласно [11], при рассмотрении малых колебаний системы ее движение
можно рассматривать как результат возбуждения различных гармонических
осцилляторов, колеблющихся с различными амплитудами и фазами. Следова-
тельно, вектор смещений в случае r-той формы колебаний имеет вид
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( ) ( )rrr
T
rnn tyx αωηηξξϕ += sin,...,,,...,,,, 11 a ,

где ar – вектор амплитуд, не зависящий от времени, Т – знак транспони-
рования.

Рассмотрим вектор амплитуд. Венец лопаток инвариантен относительно
поворотов диска на углы, кратные углу между лопатками в равновесном по-
ложении. Это значит, что последние 2n координат вектора амплитуд преобра-
зуются по подпредставлениям группы SO(2) произвольных вращений плоско-
сти [12]. Неприводимыми представлениями группы SO(2) являются тригоно-
метрические функции [13].

Поэтому амплитуды стержней первого уровня могут иметь вид
1k ,   kk θcos1 ,  kk θsin1 ,   kk θ2cos1 ,   kk θ2sin1 , …                  (1)

где γπθ +−= )1(2 k
nk ; nk ,1= . Множитель k1 определяется из уравнений

движения системы.
Аналогично амплитуды стержней второго уровня могут иметь вид

k2,   k2 cos(θk + β),   k2 sin(θk + β),   k2 cos(2θk + β),   k2 sin(2θk + β), …(2)
nk ,1= .

Необходимо определить, какова разность фаз β, а также  в каких сочетаниях
выражения (1) и (2) входят в вектор амплитуд. После подстановки (1), (2) в урав-
нения движения системы определяем, что β = 0 и что лопатки разных уровней
описываются одинаковыми функциями из (1) и (2) (разница лишь во множителях
k1 и k2), иначе приходим к противоречивым соотношениям





===
===

n

n

rrr
rrr

θθθ
θθθ

cos...coscos
,sin...sinsin

21

21

для произвольных r и n.
Записав вектор смещений в общем виде и подставив его в уравнения

движения системы, получаем три формы колебаний вида
( )Tkkkk 22110     ...,    ,    ,    ...,    ,    ,   ,0  ,0 ϕ  ,                        (3)

которые качественно различаются соотношением знаков величин φ0, k1,
k2. Например, когда все эти величины имеют один знак, при повороте диска
вправо оба яруса лопаток также поворачиваются вправо и наоборот. Если
знак величины φ0 отличается от знаков величин k1, k2, то диск и лопатки вра-
щаются в разные стороны. Интересны также сочетания знаков величин k1, k2.
Если эти коэффициенты одного знака, система двух стержней моделирует са-
мую нижнюю форму колебаний реальной лопатки. Если знаки k1 и k2 различ-
ны, имеем вторую изгибную форму колебаний лопатки. Эти формы описыва-
ют случай осевой симметрии. Диск поворачивается на малый угол, но его
смещения вдоль осей координат равны нулю.

Следующие три формы колебаний имеют вид
( )Tnn kkkky θθθθ cos    ...,    ,cos    ,cos    ...,   ,cos   ,0  , ,0 2121110 .              (4)
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Эти формы колебаний описывают случай симметрии относительно
оси Oy. Имеем один узловой диаметр и малое смещение диска вдоль оси
ординат.

Следующие три формы колебаний имеют вид
( )Tnn kkkkx θθθθ sin,...,sin,sin,...,sin,0,0, 2121110 .                     (5)

Эти формы колебаний описывают случай симметрии относительно оси
Ox. Имеем один узловой диаметр и малое смещение диска вдоль оси абсцисс.

Работая с формами колебаний (3-5), мы имеем дело с задачей о коле-
баниях системы с тремя степенями свободы. Следующие формы колеба-
ний соответствуют случаю неподвижного диска, и мы имеем дело с сис-
темой, имеющей 2 степени свободы. Выпишем эти формы колебаний в
общем виде.

( ) ( ) ( )( )Tnn kkkk θθθθ 2cos   ...,  ,2cos   ,2cos   ...,  ),2cos(   ,0  ,0  ,0 212111 ,

( ) ( ) ( )( )Tnn kkkk θθθθ 2sin   ...,  ,2sin   ,2sin   ...,  ),2sin(   ,0  ,0  ,0 212111 ,

( ) ( ) ( )( )Tnn kkkk θθθθ 3cos   ...,  ,3cos   ,3cos   ...,  ),3cos(   ,0  ,0  ,0 212111 ,      (6)
    ………………………………………………………………………

( ) ( ) ( )( )Tnn qkqkqkqk θθθθ cos   ...,  ,cos   ,cos   ...,  ),cos(   ,0  ,0  ,0 212111 ,

( ) ( ) ( )( )Tnn qkqkqkqk θθθθ sin   ...,  ,sin   ,sin   ...,  ),sin(   ,0  ,0  ,0 212111 ,
    ………………………………………………………………………
Для каждого q функция )sin( θq  ( ( )θqcos ) имеет на единичной окружно-

сти 2q промежутков знакопостоянства. Поэтому часть лопаток имеет в каж-
дый момент времени неположительное смещение, часть – неотрицательное,
т.е. имеем q узловых диаметров. Для четного n максимальное значение q рав-

но n/2, для нечетного – 
2
1−n . В случае нечетного n для каждого q имеем 4

формы колебаний, следовательно, всего 2n − 6 форм вида (6). Действительно,

имеем значения q: 
2
152 −= , 

2
17 − , … 

2
1−n . Значит, всего

6241
2

5 −=⋅




 +− nn  форм колебаний. Вместе с формами (3-5) имеем 2n+3

формы колебаний. Данное рассуждение справедливо для значений n > 3. При
n = 3 имеем только формы колебаний (3-5).

Рассмотрим случай четного n. Если n = 2, формы колебаний (5) вырож-
даются в одну форму, когда система движется  как твердое тело вдоль оси,
проходящей через лопатки. Пусть n > 2. При q = n/2 имеем не 4, а только 2
формы колебаний, когда соседние лопатки колеблются с одинаковыми ампли-
тудами в противоположные стороны, если начальный поворот диска γ ≠ 0. Ес-
ли же γ = 0, также имеем только 2 формы колебаний, соответствующие векто-
рам (6), в которые входит функция косинус. У векторов, в которые входит
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функция синус, все координаты нулевые.

Возможные значения q : 
2
42 = , 

2
6 , … 

2
2−n ,  

2
n . Всего имеем

( ) 62241
2

42 −=+⋅




 +−− nn  форм колебаний, которые вместе с формами

(3), (4), (5) дают 2n + 3 формы.
Таким образом, мы исчерпали все случаи, т.к. система с 2n + 3 степенями

свободы имеет столько же форм колебаний.
Опишем процедуру вычисления величин, входящих в выражения (3-6).

Для примера опишем получение вектора вида (5).
Запишем вектор смещений в общем виде:

( ) ( )αωθθθθϕ += tkkkkyx T
nn sinsin   ...,   ,sin   ,sin    ...,  , sin   ,,, 212111f .  (7)

Очевидно, ff 2ω−= . Подставляя (7) в уравнения движения системы, и
учитывая, что

( ) 0sin12sin
11

==




 +− ∑∑

==

n

k
k

n

k
k

n
θγπ ;

( )
2

sin12sin
1

2

1

2 nk
n

n

k
k

n

k
==





 +− ∑∑

==
θγπ ;

( ) ( ) =




 ++−





 +−−





 + γπγπγπ 12sin12sin2sin2 k

n
k

n
k

n












 +−





 += γπγπ

n
k

n
2cos12sin2 ,

получаем уравнения
y = 0;                                   φ = 0;

( )( ) ( ) ( ) ( ) 0
22 2

2
221

2
211

2
21 =+−−−+−−++ cxknamknlmamxnmnmM ωωω ;

( )( ) ( )( ) +−+++−+− 1
22

2
2
111

2
211 klmamjxlmam ωω

( ) ;02cos12 2210212
2

22 =−










 −+++−+ kck

n
hcccklam πω

( ) ( ) ( )( ) 022122
22

2221
2

22
2

22 =+−−++−+−− kckckamjklamxam ωωω .
Введем обозначения
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


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H=


















−

−




 −++

22

2021

0

2cos120

00

cc

c
n

hccc

c
π .

Тогда  ( ) 02 =+− HssG ω ,  откуда  sHsG 21 ω=− .  Следовательно, вектор
неизвестных коэффициентов s является собственным вектором, а квадрат час-
тоты ω2 является собственным числом матрицы G−1H. Для определения соб-
ственных чисел и собственных векторов матрицы существуют стандартные
программы [14], которые и следует использовать для отыскания величин,
входящих в выражение для формы колебаний.

Заметим, что при отсутствии линейных пружин, соединяющих лопатки
между собой, всем собственным формам вида (6) соответствует одно значе-
ние частоты. Действительно, при неподвижном диске кинематических связей
между лопатками нет. Колебания различных лопаток связаны только услови-
ем суммарного равновесия, и уравнения движения системы преобразуются в
уравнения, описывающие движение отдельной лопатки. Введение линейных
пружин, позволяющих учитывать некоторые упругие свойства диска, приво-
дит к тому, что каждой паре векторов вида (6), описывающей взаимно орто-
гональные формы колебаний с q узловыми диаметрами, соответствует свое
значение частоты. Действительно, векторам

( ) ( ) ( )( )Tnn qkqkqkqk θθθθ cos   ...,  ,cos   ,cos   ...,  ),cos(   ,0  ,0  ,0 212111

и
( ) ( ) ( )( )Tnn qkqkqkqk θθθθ sin   ...,  ,sin   ,sin   ...,  ),sin(   ,0  ,0  ,0 212111

соответствуют одинаковые матрицы G и H порядка 2. Каждой из двух
собственных частот, определяемых этими матрицами, соответствует пара ор-
тогональных собственных форм.

Полученные результаты. Изобразим формы колебаний диска с лопатками
схематически. Венец лопаток будем обозначать двумя сплошными кольцами.

Выражениям (3) соответствуют случаи

      

Выражениям (4) соответствуют случаи
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Выражениям (5) соответствуют случаи

Выражениям (6) при q = 2 соответствуют случаи

       

           

Проанализируем частотный спектр при следующих параметрах системы:
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n = 20;  
2
5=

m
M ;  

1
5=

a
R ;  

1
2=

j
J ;  20:9:8:7::: 01 =cccc ϕ . На рис. 3 приве-

дены значения частот для всех 23 форм колебаний.

Рис. 3. Частоты колебаний системы в зависимости от номера формы колебаний

При упорядочении этих значений первые три частоты соответствуют
формам колебаний, при которых диск смещается,  либо поворачиваясь вокруг
оси симметрии, либо двигаясь поступательно вдоль осей координат. Первым
двум формам колебаний соответствуют случаи, когда диск и лопатки имеют
смещения одного знака, при третьей форме эти смещения разных знаков. Чет-
вертая по величине частота колебаний соответствует вращательному движе-
нию диска при смещениях диска и лопаток, различающихся знаками. Это зна-
чит, что если диск вращается по часовой стрелке, то лопатки – против часовой
стрелки и наоборот. Имеем одну узловую окружность. Следующие две часто-
ты равны и описывают случаи с одним узловым диаметром и поступательным
движением диска вдоль осей координат. При движении диска вдоль оси орди-
нат движение диска и лопаток происходят в разные стороны,  при смещении
вдоль оси абсцисс – в одну сторону. Следующие 16 частот образуют пары и
соответствуют взаимно ортогональным формам колебаний. Последняя, мак-
симальная из частот соответствует случаю максимального числа узловых
диаметров. Следовательно, при возрастании количества узловых диаметров
частоты колебаний диска с лопатками возрастают.

Выводы. В работе рассмотрена проблема построения модели узла газо-
турбинного двигателя (диска с лопатками), позволяющей анализировать резо-
нансные колебания этого узла. Показано, что возможно построение дискрет-
ной модели, которая хорошо программируется и исследуется при помощи со-
временной вычислительной техники. Описанный метод работы с такой моде-
лью алгоритмизирован, что также обеспечивает простоту ее обработки на
ЭВМ. Найдены формы колебаний исследуемой системы, которые моделиру-
ют первую или вторую изгибные формы колебаний, а также форму колебаний
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с одной узловой окружностью. Исследован частотный спектр системы и пока-
зано, что при неподвижном диске частоты упорядочены согласно возраста-
нию количества узловых диаметров.

Предложенную в статье идею построения дискретных моделей роторных
систем можно развивать далее в трех направлениях. С одной стороны, необ-
ходимо рассмотреть пространственные модели диска с лопатками ГТД, что
позволит описать более сложные формы колебаний реального изделия (кру-
тильные, уголковые).  Вторым направлением является определение математи-
ческого аппарата для исследования поведения диска с повреждением и созда-
ние на этой основе вибрационного диагностического критерия. В этой облас-
ти уже имеются определенные результаты [15]. Третьим направлением явля-
ется решение задачи приведения, то есть разработки методик  конструирова-
ния модели в соответствии с экспериментальными данными рабочих узлов
ГТД. От решения этой задачи зависит успешность практического применения
развиваемой теории.
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