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ОБРАТНАЯ НЕСТАЦИОНАРНАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ
УПРУГОСТИ ДЛЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ

Представлено стійке до похибок чисельно-аналітичне рішення некоректної оберненої задачі з
ідентифікації закону зміни за часом нестаціонарного імпульсного навантаження, яке діє на круг-
лу циліндричну оболонку скінченної довжини. Осесиметричний рух шарнірно-опертої оболонки
в межах пружності моделюється на підґрунті уточненої теорії С.П.Тимошенко.

Numerically analytical solution of the ill-posed inverse problem in identification of the changing in
time regularity of non-stationary impulsive loading steady to errors which affects the round cylindrical
shell of a finite length is given. Axisymmetric movement of a joint-supported shell in the limits of elas-
ticity is modelled grounded on S.P.Timoshenko’s specified theory.

Постановка проблемы
В настоящее время интенсивно развивается исследование напряженно-

деформированного состояния (НДС) тел, находящихся под действием им-
пульсных нагрузок. Важное место в исследованиях параметров НДС ответст-
венных элементов конструкций и сооружений занимает решение проблем,
связанных с определением действующего импульсного нагружения, а также с
управлением их деформированием.

Анализ исследований и публикаций
Укажем некоторые публикации, непосредственно относящиеся к вопросу

освещаемому в настоящей статье. В [1,3] рассмотрены построение математиче-
ских моделей и методов исследования НДС (прямые задачи) при деформировании
элементов конструкций цилиндрической формы. Авторы монографии [2] рас-
смотрели некоторые конкретные прямые и обратные задачи для цилиндрических
тел. Несмотря на важное практическое приложение обратных задач по идентифи-
кации нестационарных нагрузок, они разработаны недостаточно. Остаются не
изученными вопросы определения закона изменения импульсного нагружения на
цилиндрическую оболочку при ее осесимметричном деформировании.
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Постановка задачи
Рассмотрим упругую деформацию круг-

лой цилиндрической оболочки с толщиной h и
длиной l. Оболочка закреплена на торцах шар-
нирно с проскальзыванием, как показано на
рис. 1. Реакция оболочки на осесимметричную
нагрузку q моделируется системой линейных
дифференциальных уравнений согласно тео-
рии С.П. Тимошенко [1,3]: Рисунок 1
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где ξ = x/l; ( )( )21 ν−ρ=τ lEt ; ( ) 22 15,0 kk ν−= ; t – размерное время; u, w
– перемещения точек срединной поверхности оболочки соответственно в осевом
и нормальном направлениях по отношению к срединной поверхности; ψ – угол
поворота нормали к срединной поверхности оболочки; ν, E – упругие постоянные
материала оболочки; r – плотность материала оболочки; k – коэффициент сдвига;
а – радиус кривизны срединной поверхности оболочки; x – координата в осевом
направлении; q(x,t) – заданная внешняя импульсная нагрузка.

Для определения компонентов обобщенного перемещения (w,u,ψ) ис-
пользуем следующие разложения искомых функций [1]:
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где аk(t), bk(t) и ck(t) – неизвестные коэффициенты разложений.
Разложения (2) обеспечивают следующие граничные условия для шар-

нирного опирания оболочки
( ) 0, 1 ,0 =ξ =ξ=ξtN x , ( ) 0, 1 ,0 =ξ =ξ=ξtw , ( ) 0, 1 ,0 =ξ =ξ=ξtM x ,                (3)

Подставив ряды (2) в уравнения (1) с учетом свойств ортогональности
произведения функций косинусов и синусов получим искомые коэффициенты
разложений

( ) ( )∑
=

τΛ=τ
3

1r
krkrk Ia ;   ( ) ( )∑

=
τΦ=τ

3

1r
krkrk Ib ;   ( ) ( )∑

=
τΩ=τ

3

1r
krkrk Ic ,        (4)

где

( ) ( ) ( )∫
τ

−τα=τ
0

111 sin dxxxPI krkkr ,    ( )( )
( )22

3

 ,1

22

krkj
rjj

kr

krkkrk
kr

CB

α−αα

α−α−−=Λ

Π
≠=

,         (5)



174

22222 −α+π= lnkAn ;   22π= nBn ;   22222 12 −+π= hlknCn .
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Форма решения в виде соотношений (4) может быть получена, напри-
мер, с помощью операционного исчисления. Заметим, что (4) обеспечивает
выполнение нулевых начальных условий при деформировании оболочки.

Так как прямая и обратная задачи имеют непосредственную связь, то
приведенное решение будем использовать для построения задачи идентифи-
кации. Целью работы является построение решения обратной задачи, устой-
чивого к погрешностям в исходных данных, для определения закона измене-
ния во времени действующей на оболочку импульсной нагрузки q(ξ,τ) при из-
вестном ее геометрическом распределении по поверхности оболочки, а также
при известном законе изменения во времени прогибе в одной из точек обо-
лочки.

Решение задачи идентификации
Решение обратной задачи получим для случая нагружения оболочки,

равномерно распределенной нагрузкой q(τ)=R0(τ), как показано на рис. 1. Вы-
ражения (5) и (6) для Pk(τ) и Ikr(τ) примут следующий вид
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Формула (2) для прогиба в точке ξp будет такой

( ) ( ) ( ) ( )( ) 11
0

0

3

11

22

sin12, dxxR
Eh

lw kr
r

kr

N

k

g
kp −τατΛϕν−=τξ ∫∑∑

τ

==

.                 (7)

Если функция w задана в некоторой точке ξp, а R0(τ) неизвестна, то (7)
является интегральным уравнением Вольтерра I-го рода для R0(τ). Аппрокси-
мируя искомую функцию в (7) конечно-постоянной функцией времени, полу-
чим выражение
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где w* – прогиб в точке, содержащий, например, уже погрешности случай-
ного характера; m = 0,1,…,M; M – число интервалов по времени; M=τinv/Δτ, τinv –
время исследования; γ(k,r,m,p) = αkr

-1{cos(αkr(m-p)Δτ)- −cos(αkr(m-p+1)Δτ)}. Выра-
жение (8) можно представить в виде системы линейных алгебраических уравне-
ний AR = w, где A – матрица коэффициентов уравнений системы,
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R – искомый вектор значений нагрузки во времени, wm=w*(ξp, mΔτ).
Применение к указанной системе регуляризирующего оператора, по-

строение которого подробно описано в [2], дает возможность получить ус-
тойчивое решение обратной задачи.

Для конкретных расчетов приняты следующие параметры оболочки:
l = 1,5 м, а = 0,3 м; h = 0,03 м, ν = 0,3, E = 2,1⋅1011, k = 0,83, N = 50. Результаты
идентификации, представленные на рис. 3, получены при использовании в ка-
честве исходных данных функции прогиба, изображенного на рис. 2 кривая 1.
Заметим, что эта кривая задана произвольным образом и соответствует не-
прерывной функции с непрерывной первой производной, причем еще допол-
нительным ограничением является условие w(ξp, 0) = 0. На рис. 3 кривые на-
грузок получены с разными параметрами регуляризации. Кривые 2, 3 и 4 на
рис. 2 – это кривые прогиба, отвечающие воздействию идентифицированных
нагрузок 2, 3 и 4 на рис. 3 соответственно.

 
        Рисунок 2                                                       Рисунок 3

Выводы
Приведенные результаты идентификации демонстрируют эффективность

предложенного способа решения некорректной обратной задачи при задании
в качестве исходных данных прогиба как произвольной функции времени,
даже без полного учета начальных условий и волнового характера деформи-
рования оболочки.
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