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НЕЛИНЕЙНЫЕ ИЗГИБНО-ПРОДОЛЬНЫЕ КОЛЕБАНИЯ
ВРАЩАЮЩИХСЯ СТЕРЖНЕЙ

Стаття присвячена дослідженню геометрично нелінійних повздовжньо-ізгибних коливань стер-
жнів, що обертаються. Стержень моделюється із застосуванням гіпотез Ейлера-Бернулі. Коли-
вання стержня подаються у вигляді ряду по власним формам лінійних коливань нерухомого сте-
ржню. У роботі були виведені звичайні диференційні рівняння нелінійних коливань.

Nonlinear axial-bending vibrations of rotating beams are investigated here. Eiler-Bernuly hypothesis
are used for modeling of a beam. Beam’s vibrations are represented in the form of line of natural fre-
quencies nonrotating beam. Ordinary differential equations of nonlinear vibrations are obtained here.

1. Введение
Как показывают экспериментальные исследования лопаток турбомашин и

лопастей вертолетов, в таких конструкциях часто наблюдаются геометрически не-
линейные колебания с амплитудами, соизмеримыми с толщинами стержней [1].
Линейные колебания закрученных стержней с учетом несовпадения центра тяже-
сти поперечного сечения и центра упругости исследуются в монографии [2]. Од-
ной из первых геометрически нелинейная модель гибких стержней была получена
В.А.Светлицким [3]. Колебания вращающихся стержней рассмотрены
В.И.Гуляевым [4]. В работе [5] рассмотрены нелинейные колебания балки, на-
груженной периодической силой, в условиях комбинированного резонанса. Пара-
метрические колебания стержня с тремя положениями статического равновесия
асимптотическими методами исследуются в [6].

В этой статье исследуются геометрически нелинейные продольно-
изгибные колебания вращающихся стержней. Колебания стержня представ-
ляются в виде ряда по собственным формам линейных колебаний невращаю-
щегося стержня. В статье получены обыкновенные дифференциальные урав-
нения нелинейных колебаний.
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2. Постановка задачи и основные соотношения.
Рассматриваемая механическая система представлена на рис. 1. Стер-

жень моделируется с использованием гипотез Эйлера-Бернулли. В модели
стержня не учитывается инерция вращения поперечных сечений. Предполага-
ется, что собственные частоты крутильных колебаний существенно выше из-
гибных, поэтому в модели стержня учтены только изгибные и продольные
движения. Потенциальную энергию U и кинетическую энергию Т стержня
представим так:

∫ ++Ω++=
L

dxuxhmwumT
0

2222 ,)()(
2
1                                 (1)

∫ 




 ++=

L

xxxx dxwuEAwEIU
0

2
2

,,
2

, )(
2
1)(

2
1 ,                             (2)

где u(x,t) и w(x,t) – продольное и поперечное смещения, ( · ),x – произ-
водная по x, wu,  – производные по времени, h – радиус куба, Ω – постоянная
угловая скорость балки, m – масса на единицу длины, и Е, А, I и L – модуль
упругости первого рода, площадь поперечного сечения, момент инерции и
длина, соответственно.

Рисунок 1 – Вращающийся гибкий стержень

Используя принцип Гамильтона, получим уравнения движения в виде:
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где δ( ) – изохронная вариация. Соотношение (3) представим в виде:
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Используя формы линейных продольных и изгибных колебаний для нев-
ращающегося линейного стержня, колебания стержня представим так:
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В дальнейших расчетах нами принимается Nu = 2; Nw = 2. Формы собст-
венных линейных продольных и изгибных колебаний выбираются так:
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подставим (5) и (6) в (4) и получим:
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Систему дифференциальных уравнений, описывающую колебания
стержня, в общем виде представим так:

0)( =+⋅+⋅ qFqCqM ,                                      (8)
где М – матрица масс системы; С – матрица жесткости; F(q) – нелиней-

ная функция, выражающая геометрически нелинейные свойства стержня.

3. Анализ линейных колебаний.
В линейном приближении продольные и изгибных колебаний не связа-

ны, так как центр тяжести поперечного сечения стержня совпадает с центром
жесткости. Получим аналитическую формулу для определения продольных
частот системы. Для этого представим u(x,t) в виде статической и динамиче-
ской составляющей:

),()(),( txuxutxu ds += ,                                        (9)
Подставляя (9) в (4), и, пренебрегая нелинейными слагаемыми, по-

лучим линейное дифференциальное уравнение для вращающегося стерж-
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ня в виде:
0,

2 =−Ω− xxddd EAuumum
Тогда собственная частота линейных колебаний определяется так :
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Рассмотрим вращающийся гибкий стержень со следующими параметра-
ми: L = 9 м; ЕI = 3,99 · 105 H · м2; ЕА = 2,23 · 108 H; Ω = 30 рад/с, h = 0,5 м.
Матрица масс и жесткости имеют вид:
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Собственные частоты колебаний для различных значений Ω представле-
ны в таблице. На рис. 2 представлены зависимости собственных частот от уг-
ловой скорости вращения стержня.

Рисунок 2 – Собственные частоты системы pi, (i = 1,…,3)
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Собственные частоты системы
p1 p2 p3 p4

Ω=30рад/с 8,64 54,34 823,23 2471,28
Ω=100рад/с 8,64 54,34 817,68 2469,43
Ω=200рад/с 8,64 54,34 799,13 2463,35
Ω=400рад/с 8,64 54,34 720,14 2438,87
Ω=800рад/с 8,64 54,34 196,49 2338,4

4. Выводы
В работе получены обыкновенные дифференциальные уравнения нели-

нейных колебаний вращающихся стержней. Эти уравнения могут использо-
ваться для анализа нелинейных колебаний лопастей вертолетов и лопаток
турбомашин. Отметим, что собственные частоты изгибных колебаний не за-
висят от частоты вращения стержня, а собственные частоты продольных ко-
лебаний зависят от этой величины.
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ТЕРМОУСТОЙЧИВОСТЬ СТЕРЖНЕВЫХ
И ПЛАСТИНЧАТЫХ ЭЛЕМЕНТОВ КОНСТРУКЦИЙ

Представлені результати дослідження граничних станів і втрати стійкості прямолінійної форми
стрижня і плоскої форми круглої пластинки з урахуванням температурної залежності модуля
пружності матеріалів елементів.

The research results of maximum fortunes and steadiness loss of rectilinear bar form and flat form of
round plate with calculation of temperature elements materials resiliency module dependence are repre-
sented.


