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( ) ( ) 0xx000x01 1tttt ϑζ+ζ−=ϑ−ζ−= ,                     (17)

где x
гpг

вpв
x zm

Gc
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=ζ .

Соответственно
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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Это выражение можно переписать так
( ) ( ) ( ) ( )[ ]1k

x
2

xx0x
n

x0k 11111tt −ζ−+ζ−+ζ−+ϑζ+ζ−=
или, используя выражение для суммы геометрической прогрессии

( )( ) 0
k

x00k 1tt ϑ+ζ−ϑ−= .                                    (18)
Формула (18) определяет значение температуры газа за k –тым рядом

трубок. По уравнению (13) находим температуру трубки k –го ряда и соот-
ветственно температуру расширения трубок этого ряда.
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ИССЛЕДОВАНИЕ НДС ТОЛСТОСТЕННОЙ ГИПЕРУПРУГОЙ
ЭЛЛИПСОИДАЛЬНОЙ ОБОЛОЧКИ С ОТНОСИТЕЛЬНО
ЖЕСТКИМИ ВКЛЮЧЕНИЯМИ (МОДЕЛЬ ЛЕВОГО
ЖЕЛУДОЧКА СЕРДЦА)

Поставлена геометрично та фізично нелінійна статична осесиметрична задача для дослідження напру-
жено-деформованого стану гіперпружного товстостінного еліпсоїда, до внутрішньої поверхні якого
прикладено тиск (модель лівого шлуночка серця у діастолі). Модель містить в собі два відносно жорст-
ких включення (основа серця та зона інфаркту). Задача вирішена за допомогою побудованого варіацій-
ного  принципу можливих переміщень у приростах, який використовується у кроковому алгоритмі ме-
тода скінчених елементів. Вивчені вплив виду та розмірів зони інфаркту на інтенсивність напруг, а та-
кож залежність кінцево-діастоличного об’єму лівого шлуночка від об’єму зони інфаркту. Установлено,
що максимальні значення інтенсивності напруг виникають при ендокардіальному включенні та збіль-
шуються при зростанні кута розхилу зони інфаркту; збільшення кута розхилу зони інфаркту зменшує
кінцево-діастоличний об’єм, найменший об’єм – при ендокардіальному включенні..

The geometrically and physically nonlinear statical axisymmetric problem for the investigation of the stress-
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strain state of the hyper-elastic thick-wall ellipsoid loaded by the internal pressure (the model of a left ventricle
heart in the diastole) was formulated. The model comprises two relatively hard inclusions (the base of the heart
and the infarction zone). The problem was solved by developing the variational principle of possible displace-
ments in the increments, which was used in the step-by-step algorithm of the finite element method. Influence
of the kind and dimensions of the infarction zone on the stress intensity and also dependence of the end-
diastolic volume of the left ventricle on the infarction zone volume was studied. It was determined that the
maximum values of the stress intensity arises by the endocardial inclusion and increases with the angle of the
infarction zone; increase of the angle of the infarction zone decreases the end-diastolic volume, the minimum
volume arises by the endocardial inclusion.

Введение. В современной научной литературе актуальна проблема мо-
делирования жизненно важной системы человеческого организма – сердечно-
сосудистой. Изучение и исследование различных заболеваний сердца и его
сосудов, с точки зрения механики деформируемого твердого тела, является
одним из сравнительно новых направлений. В этом направлении ведутся тео-
ретические и экспериментальные работы. С развитием компьютерной техни-
ки теоретические работы значительно приумножились. Особый интерес пред-
ставляют исследования левого желудочка (ЛЖ) сердца, с патологией которо-
го в основном связаны сердечно-сосудистые заболевания.

Особый интерес представляет изучение напряженно-деформированного
состояния (НДС) стенок ЛЖ и его функций, представляющих собой результат
явлений, которые происходят в материале миокарда (мышце сердца), и опре-
деляющих его насосную функцию как органа. Особенно важно исследование
НДС ЛЖ при инфаркте миокарда (ИМ). Именно это заболевание в последнее
время возникает очень часто. Возможны следующие четыре вида ИМ, отли-
чающиеся степенью проникновения его по толщине стенки ЛЖ: заболевания:
эндокардиальный – пораженная зона (ПЗ) расположена около внутренней по-
верхности стенки ЛЖ, интрамуральный – находится внутри стенки, эпикар-
диальный – локализуется около внешней поверхности, трансмуральный –
пронизывает всю толщину стенки. ИМ рассматривают в разных фазах сер-
дечного цикла: в диастоле (пассивной фазе) или систоле (активной фазе); при
различных стадиях заболевания: хронической (ПЗ рубцуется и приобретает
жесткость большую, чем здоровая мышечная ткань) или острой (ПЗ не актив-
на, но ее механические свойства такие же, как у здоровой ткани).

Настоящая статья посвящена численному анализу НДС ЛЖ сердца при хро-
нической стадии ИМ в диастоле. Исследованиями в этой области занимаются как
украинские, так и зарубежные ученые. Среди первых работ, описывающих мате-
матическую модель ЛЖ и закономерности распределения напряжений при ИМ,
можно назвать монографию Кантора Б.Я. (докт.техн.наук), Яблучанского Н.И.
(докт.мед.наук), Шляховера В.Н. (докт.мед.наук) [1]. Авторами созданы матема-
тические модели, качественно воспроизводящие реальную биомеханику ЛЖ в фи-
зиологических условиях и патологических состояниях, а также сформулирована
осесимметричная задача для модели ЛЖ, представленной усеченным толстостен-
ным эллипсоидом (хроническая стадия, диастола, четыре вида ИМ). Задача реше-
на в линейной постановке с использованием метода конечных элементов (МКЭ).
Изучены НДС и концентрация напряжений в стенке ЛЖ. В работе [2] аналогич-
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ные исследования проведены для сферической модели ЛЖ. В работе [3] постав-
лена и решена физически и геометрически нелинейная задача с помощью постро-
енного вариационного принципа возможных перемещений в приращениях, ис-
пользуемого в шаговом алгоритме МКЭ. Выведены формулы для вычисления
матрицы жесткости и вектора правой части системы линейных алгебраических
уравнений (СЛАУ). Численно исследованы НДС ЛЖ сердца, интенсивность де-
формаций и напряжений, распределение перемещений и конечно-диастолический
объем (КДО) ЛЖ.

Краткий обзор работ зарубежных авторов [4-8] приведен в статье [2]. В
перечисленных работах рассматривался лишь трансмуральный ИМ.

Цель данной работы состоит в построении математической модели и
численном исследовании осесимметричной физически и геометрически нели-
нейной задачи о влиянии относительно жестких включений в толстостенной
эллипсоидальной модели ЛЖ сердца, первое из которых моделирует основа-
ние сердца, а второе – зону ИМ.

Постановка задачи. Построение модели ЛЖ сердца:
1) стенку ЛЖ аппроксимируем толстостенной эллипсоидальной оболочкой;
2) в стенке располагаем два относительно жестких включения: первое –

основание сердца, второе – зона ИМ;
3) решаем геометрически и физически нелинейную осесимметричную

задачу в цилиндрической системе координат;
4) материал стенки считаем кусочно-однородным, изотропным, почти

несжимаемым, гиперупругим;
5) решаем квазистатическую задачу, так как силами инерции можно

пренебречь по сравнению с упругими силами;
6) рассматриваем хроническую стадию ИМ в диастоле (к внутренней по-

верхности стенки ЛЖ прикладываем конечно-диастолическое давление).

Основные соотношения. Введем компоненты вектора перемещений в
цилиндрической системе координат

[u] = [ur, uz, uφ]T.                                           (1)
Здесь ur, uz, uϕ являются функциями от r, z.
Компоненты тензора деформаций в точке [ε] в геометрически нелиней-

ном случае находятся по следующей формуле:
( ) ( )kiikkiik uuuu ,,,, 2

1
2
1 ⋅++=ε ,      i, k=r, z, ϕ.                          (2)

Здесь запятая обозначает ковариантное дифференцирование, черта свер-
ху – вектор.

Для построения шагового метода решения задачи найдем приращение
компонент тензора деформаций

( ) ( )kikiikkiik vuuvvve ,,,,,, 2
1

2
1

νννν +++= ,       i, k, ν=r, z, ϕ,                (3)
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где vi – приращение компонент вектора перемещений. Так как соотно-
шение (3) линейно относительно vi, запишем его в матричной форме

[ ] [ ][ ]vLe ~= ,                                                      (4)

Вид операторной матрицы [ ]L~  дан в работе [3].
Для случая гиперупругого материала имеет место следующее тензорно-

линейное соотношение между приращениями напряжений sik и деформаций eik:
lm

iklmik eDs ~=                                                     (5)
или в матричной форме

[ ] [ ][ ]eDs ~= ,                                                       (6)
где компоненты тензора iklmD~  равны вторым производным от потенциа-

ла W = W(εrr, εzz, εφφ, γrz, γzφ, γφr)по компонентам тензора деформаций,
[s] = [srr, szz, sφφ, srz, szφ, sφr]T;
[e] = [err, ezz, eφφ, γrz, γzφ, γφr]T;
γik = 2eik,  i≠ k, i, k=r, z, ϕ.

Для решения данной задачи использован потенциал W [9] в форме:
( ) ( )1ln1

2
0 +−+−= JJJCe

C
W c

Qβ

β
,                             (7)

где
2

6
2

5
2

4
2

3
2

2
2

1 ϕϕϕϕ γγγεεε rzrzzzrr CCCCCCQ +++++= ,
J = λrλzλϕ – мера изменения объема при деформации, iii ελ += 1 ;

i = r,z,ϕ; C0, C1, ..., Cc – константы, принимающие различные значения для разных
материалов, β – коэффициент, отражающий степень нелинейности потенциала.

Задано кинематическое условие – закрепление основания: uz = 0 при
r = 0, z = c(av + h); значения параметров будут приведены далее. Статические
условия (σn = 0, στ = 0 – на внешней поверхности модели, σn = −q, στ = 0 – на
внутренней) выполняются в силу вариационного принципа.

Вариационный принцип возможных перемещений в приращени-
ях. Для построения метода решения исходим из вариационного принципа
возможных перемещений в приращениях. Рассмотрим тело объемом V0 до
деформации, заполненное упругой сплошной средой, в некоторый момент
времени t. Пусть накопленные к этому моменту за счет деформирования
компоненты тензоров напряжений, деформаций и вектора перемещений
есть σik, εik, ui соответственно, а их приращения за время ∆t есть sik, eik, vi.
Выберем цилиндрическую систему координат и получим формулу для
приращения деформации eik, вводя в соотношения Коши (2) вектор vu +
вместо u :

( ) ( ) ( ) ( )
k

mm

i

mm

i

kk

k

ii
ikik x
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x

vu
e
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+





∂
+∂

+
∂
+∂

=+
2
1

2
1ε .           (8)

Записывая деформацию εik  для момента времени t (2) в виде
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и вычитая (9) из (8), находим:
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Слагаемое, стоящее в (10) в квадратных скобках, обозначим далее ike~ ,
так что

k

m

i

m
ikik x

v
x
v

ee
∂
∂

∂
∂

+=
2
1~ .                                        (11)

Полная энергия состоит из суммы потенциальной энергии деформации U и
работы A сил давления на перемещениях. Вариация полной энергии имеет вид

δ(U + A) = 0.                                                  (12)
Запишем формулу для U в момент времени t

∫=
tV

tik
ik

t dVU δεσδ .                                             (13)

Здесь Vt – объем тела в момент времени t. В соответствии с физическим
законом для гиперупругого тела, получим 

ik

ik W
J ε∂
∂=σ 1 . Учитывая, что

dVt = JdV0 и сохраняя в (13) лишь квадратичные относительно vk слагаемые,
в момент времени t + ∆t имеем

0
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1 dVeeW
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vWU
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lmik
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tt ∫ 
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
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∂
∂

∂
∂

∂
∂=∆+ εεε

δδ ,

где ik

ik

JW σ
ε

=
∂
∂  – накопленные к моменту t известные функции коорди-

нат, iklm

lmik

DW ~2

=
∂∂

∂
εε

.

Заменяя индексы в векторе [ε] на 1,…,6 и вводя новое обозначение для
матрицы [ ]D~ , получим

ki

ik WE
εε ∂∂

∂=
2~

.

Здесь
( ) ( )( )ikikkic

Q
kikiki

ik JJCeCCCE δλλλλεεδ β 2222
0 2ln2~ −−−− −+++= ,

 i,k = 1,…,6; δik – символы Кронекера.
В изотропном материале C1 = C2 = C3 (далее для этой константы исполь-

зуем обозначение C1), C4 = C5 = C6 (далее – C2).



111

При εik → 0 имеем λ+2µ = C0C1; λ = Cc; 2µ = C2, тогда 2
10 cCCC −

=µ .

Задавая таким образом коэффициенты C0, C1, C2, Cc, можно получить модуль
упругости E(λ,µ) и коэффициент Пуассона ν(λ,µ) [10]

( )
µλ
µλµ

+
+= 23E ;        ( )µλ

λν
+

=
2

.

Рассмотрим приращение вектора правой части СЛАУ. Пусть на части
поверхности ∑ тела задано внешнее давление q. Выпишем формулу для A в
момент времени t

rdsv
s
rv

s
zqA zrt ∫

Σ








∂
∂+

∂
∂= δδδ

или

( )∫
Σ

−= rdsvv
ds
dlqA zrt αδαδπδ cossin2 ,

где s – локальная координата (-1≤s≤1) вдоль дуги внутреннего края КЭ,
α – угол между касательной к меридиану внутренней поверхности ЛЖ и осью
r. В момент времени t+∆t работа A будет иметь вид

( ) ( ) ( ) ( )( )( )dsrrvv
ds

lld
qqA zrtt ∆+∆+−∆+

∆+
∆+= ∫

Σ
∆+ 000

0
0 cossin δααδααδ ,   (14)

Здесь ∆q – приращение давления за время ∆t, sin(α0 + Δα) ≈ sin α0 +
+ Δα cos α0, cos(α0 + Δα) ≈ cos α0 − Δα sin α0. Имея в виду, что

( ) ( ) tss
t

lzr
ds
dl ≡+=





 2'

,0
2'

,0
0 , находим 
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как ( )ss rzarctg ,, /=α , то
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Сохраняя в (14) слагаемые второго порядка относительно приращений и
вариации перемещений, получим

( ) ( )
∫ ∫
Σ Σ
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0 cossincos .  (15)

Так как приращения vr, vz неизвестны, то приравниваем им значения, по-
лученные на предыдущем шаге процесса.

Применение метода конечных элементов. Для решения задачи ис-
пользуем МКЭ. Модель ЛЖ разобьем на конечное число связанных в узловых



112

точках восьмиузловых конечных элементов (КЭ). В КЭ введем систему ло-
кальных координат −1 ≤ ζ1 ≤ 1, −1 ≤ ζ2 ≤ 1.

Вектор узловых перемещений элемента будет имеет вид
[ ] [ ] .,,,,,,~ T

888111 ϕϕ= uuuuuu zrzru                             (16)
Тогда выражение для вектора перемещений произвольной точки КЭ будет

[ ] [ ][ ]uNu ~= .                                                  (17)
Здесь [N] – матрица функций формы:

[ ]
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81
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N .                          (18)

Функции формы Ni удовлетворяют условиям Ni(xi,yi) = 1, Ni(xj,yj) = 0 при
i ≠ j; i,j=1,…,8.

Для данного восьмиузлового КЭ
( )( )( )

4
111 1221

1
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2
11 1

2
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4
ζζ −−=N ;

( )( )( )
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111 2121
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ζζ +−=N ;

( )( )( )
4

111 2121
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2
11 2

2
1

8
ζζ +−=N .              (19)

Выражение для производных функций формы по глобальным координа-
там (r,z) через производные по локальным координатам (ζ1,ζ2):
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Введем соотношения для приращений компонент вектора перемещений
и тензора приращений деформаций для одного КЭ в матричной форме

[ ] [ ][ ]vNv ~= ;                                                  (20)

[ ] [ ][ ][ ]vNLe ~~= .                                                (21)
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Здесь [ ]v~  – вектор приращений узловых перемещений.
Подставляя приведенные выше формулы в уравнение (12), получим

[ ] [ ] [ ] [ ][ ][ ] [ ] [ ][ ]( ) [ ] [ ] [ ] 0~~~~~~ TTTTT =−












+∫ QvδvLσLNLELNvδ gg dV
V

,       (22)

где [Q] – матричное представление (15), [Lg] – матрица (8х3) производ-
ных по координатам функций формы.

Так как ( ) ( )kikiki
ik
tki

ik
t vvvvvvvv ,3,3,2,2,1,1,, 2

1
2
1 ++= σσ , то в декартовой

системе координат это дает матрицу (3⋅8)(3⋅8) для восьмиузлового КЭ. Клетка
с номером (m,n) (m,n = 1,..,8) размером (3х3) имеет вид
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где knim
ik
t ffa ,,σ=  (fν  - функции формы). В цилиндрической системе ко-

ординат в осесимметричной задаче клетка имеет вид
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где                           inim
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33
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
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 =
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N

N m
m 3,

3,1,
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1 nmt NNc σ= ;           1,3,
31

2 nmt NNc σ= ;

3,2,
23

1 nmt NNd σ= ;         2,3,
32

2 nmt NNd σ= .
Суммируя соотношения (22) по всем КЭ, приравнивая нулю множители

при вариациях компонент вектора узловых значений перемещений [ ]v~ , при-
ходим к СЛАУ

[ ] [ ]( )[ ] [ ]QvKК ge =+ ~ .                                        (23)
Здесь [ ]eK  и [ ]gK  – матрицы жесткости и геометрической жесткости,

равные интегралам от первого и второго слагаемых в (22). Первая из них от-
вечает геометрически линейной задаче, вторая учитывает геометрическую
нелинейность.

Введем обозначение [K] = [Ke] + [Kg], тогда из (23) следует разрешаю-
щая СЛАУ для одного шага по нагрузке

[ ][ ] [ ]QvК =~ .                                                 (24)
Кинематические граничные условия вводим в систему (24) путем замены

диагональных компонент матрицы [K], отвечающим равными нулю компо-
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нентам вектора перемещений значений существенно больших, чем другие
компоненты матрицы.

Геометрия модели и исходные данные. Геометрия модели ЛЖ сердца
определяется следующими параметрами: aν – меньшая полуось внутренней
поверхности, bν – большая полуось. Они связаны следующим образом: зада-
ется aν и отношение cν = bν / aν, а затем вычисляется bν = aνcν. Далее задаем
толщину эллипсоида h при z = 0. По толщине определяем полуоси внешней
поверхности: малую an = aν + h и большую bn = ancν. В расчетах принято:
aν = 2,243 см [1]; cν = 1,27 [11]; h = 1 см. Эти данные являются усредненными
параметрами реального ЛЖ человека.

Внутри толстостенной эллипсоидальной оболочки расположены два от-
носительно жестких включения. Одно из включений моделирует основание
сердца, в котором размещены его клапаны, второе – ПЗ, расположенную в
вершине. Оба включения моделируются участками стенки с повышенной же-
сткостью. Второе включение в первом случае моделирует трансмуральный
ИМ, а во втором – эндокардиальный (трасмуральная ПЗ занимает всю тол-
щину стенки ЛЖ, эндокардиальная – половину толщины стенки). Для трех
зон оболочки заданы разные коэффициенты жесткости: первая (основание) –
8, вторая (здоровая мышечная ткань) – 1, третья (ПЗ) – 5–7 [8] (эти значения
взяты из экспериментальных данных, известных в кардиологии). Коэффици-
ент жесткости для ПЗ обозначим через c. Для того, чтобы в местах соедине-
ния включений и здоровой части оболочки не возникало разрыва напряжений
из-за большой разницы в коэффициентах жесткости, было введено смягчен-
ное изменение жесткостей. Кроме того, в этих переходных зонах задано сгу-
щение сетки КЭ (рис. 1).

К внутренней поверхности прикладываем давление q = 0,667 кПа, кото-
рое  соответствует измеренному значению конечно-диастолического давле-
ния, равному 5 мм рт. ст. В расчетах введена сетка: по толщине – 10 КЭ, по
дуге меридиана – 27. Угол раствора включения задавался в диапазоне 45-60о,
угол раствора основания принят равным 30о. Модуль упругости Е = 5,15 кПа
(при малых (инфинитезимальных) деформациях); β = 0,25; коэффициент Пу-
ассона ν = 0,4. Численное интегрирование проведено с помощью трехузловой
формулы Гаусса.

Результаты численного анализа. Все расчеты производились на пер-
сональном компьютере с помощью разработанной авторами программы.

На рис. 1, a приведена сетка КЭ, в переходных зонах которой (основание
– основная часть и основная часть – ПЗ) задано сгущение. Черным цветом
показаны основание (в верхней части рисунка) и включение (внизу), серым –
основная часть. На рис. 1, b показаны начальное (серый цвет) и конечное
(черный цвет) деформированное состояния.

Начальный внутриполостной объем у здорового сердца (модель ЛЖ без
ПЗ) равен 60 мл, КДО – 120 мл, максимальное значение интенсивности на-
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пряжений  – 4.57 кПа (см. рис. 2).
В приведенных далее таблицах значения над и под косой чертой отвеча-

ют углам раствора включений 45 и 60о, соответственно. На рис. 3 приведено
распределение интенсивности напряжений для эндокардиального и трансму-
рального включений.

                           
     а)                                                                         b)

Рисунок 1 – Сетка КЭ модели ЛЖ (a); начальное и деформированное
состояния модели (b).

Таблица 1 – Зависимость КДО от вида, угла раствора и
коэффициента жесткости c ПЗ

КДО ЛЖВид ИМ с = 5 с = 7
Трансмуральный ИМ 110.42 / 103.14 110.83 / 104.05
Эндокардиальный ИМ 109.49 / 101.64 109.88 / 102.47

Таблица 2 – Зависимость максимального значения интенсивности напряже-
ний от вида, угла раствора и коэффициента жесткости c ПЗ

Максимальное значение интенсивности напряженийВид ИМ
с=5 с=7

Трансмуральный ИМ 4.58 / 4.62 4.59 / 4.79
Эндокардиальный ИМ 4.67 / 4.79 4.83 / 5.12
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Рисунок 2 – Распределение интенсивности
напряжений в ЛЖ здорового сердца

Как видно из приведенных
выше данных увеличение угла рас-
твора ПЗ от 45 до 60о уменьшает
КДО на 5.7-6.6% при эндокарди-
альном ИМ и на 6.7-7.2% при
трансмуральном; наибольшие мак-
симальные значения интенсивно-
сти напряжений возникают при эн-
докардиальном ИМ около соеди-
нения основной части и включения
и увеличиваются при росте угла
раствора ПЗ. Полученные резуль-
таты адекватны данным кардиоло-
гии.

       
a)                                                                  b)                    

Рисунок 3 – Распределение интенсивности напряжений при эндокардиальном (a) и
трансмуральном ИМ (b) при угле раствора ПЗ 60о и c = 5
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АНАЛИЗ ОСТАТОЧНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ В
АВТОФРЕТИРОВАННОМ ТОЛСТОСТЕННОМ ЦИЛИНДРЕ
ПОСЛЕ МЕХАНИЧЕСКОЙ ОБРАБОТКИ.

У даній роботі розглядається визначення залишкових напружень в автофретованому товстостін-
ному циліндрі після механічної обробки. Приводиться аналітична постановка задачі. Чисельна
реалізація проводиться в скінчено-елементному програмному комплексі ANSYS.

The paper discusses the common statement of problems of determination of residual stresses after
autofrettage of a thick-walled cylinder and additional machining. Analytical statement of the given
problem is resulted. Numerical realization is carried out in finite-element program complex ANSYS.

Остаточные напряжения могут возникать в твердых телах в результате
различных физических процессов, связанных с изготовлением и обработкой
изделий. Проблемам исследования остаточных напряжений уделяется значи-
тельное внимание [1-4].

Предметом исследования в рамках настоящей работы являются процес-
сы предварительного упруго-пластического деформирования твердых тел с
целью получения таких полей остаточных напряжений, которые позволяют
снизить максимальные напряжения в условиях эксплуатации.

Для получения необходимого уровня остаточных напряжений, детали в про-
цессе автофретирования подвергают пластическому деформированию, которому
соответствуют значительные необратимые деформации. Это приводит к тому, что


