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Выводы. Теория аналитического решения функционального уравнения
удара С.П. Тимошенко уточнена путем учета полилинейного деформационно-
го и степенного скоростного упрочнения конструкционного материала. Воз-
можность возникновения пластических деформаций учтена применением ва-
рианта метода упругих решений динамической деформационной теории пла-
стичности, что позволяет учитывать накопление остаточных деформаций.
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ НЕИЗОТЕРМИЧЕСКОЙ
ПОЛЗУЧЕСТИ С УЧЕТОМ АНИЗОТРОПНОЙ
ПОВРЕЖДАЕМОСТИ

Розглянута математична модель неізотермічної повзучості для випадку анізотропної пошкоджу-
ваності. Визначальні співвідношення швидкості деформації повзучості та кінематичне рівняння
розвитку пошкоджуваності вважаються залежними від температури. Для описання анізотропної
поведінки пошкоджуваності використовується тензор 2-го рангу. Наведена методика визначення
констант повзучості, яка основана на даних існуючих експериментальних даних.

А mathematical model of nonisothermic creep for anisotropic damage case is considered. Constitutive
relation of creep rate and kinematic equation of damage evolution are assumed temperature dependent.
A second range tensor is used for description damage. A technique based on existing experimental
curves for the identification of material creep constants is presented.

Большая часть инженерных конструкций в течение длительного времени
работают в условиях повышенных температур и сложных нагрузок. В резуль-
тате этого в элементах конструкций развиваются необратимые деформации и
накапливается повреждаемость. Таким образом расчет ползучести с учетом
накопления повреждаемости, а также определение остаточного времени до
разрушения являются необходимым условием при расчете длительной проч-
ности конструкции. Многочисленные исследования работы конструкций ука-
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зывают на то, что распределение действующих температур носит неоднород-
ный характер. В случае простых нагружений более адекватной для примене-
ния является теория изотропной повреждаемости. В общем случае, при слож-
ных программах нагрузки, повреждаемость носит анизотропный характер.
Анизотропный характер повреждаемости может быть учтен путем введения
для его описания тензорной переменной внутреннего состояния материала.
Недостаточное количество экспериментов, необходимых для подтверждения
предложенных концепций, не позволяют выбрать подходящую модель мате-
риала для описания развития  повреждаемости. Следовательно, невозможно
сделать выводов относительно точности и универсальности какого-либо из
предложенных методов.

1. Изотропная повреждаемость. Одним из возможных вариантов опи-
сания изотропной ползучести с учетом повреждаемости является модель,
предложенная Л.М.Качановым и Ю.Н.Работновым [3]. Данная модель хорошо
подходит для описания поведения ползучести и повреждаемости материала
при одноосном и многоосном напряженном состоянии и приемлема для всех
3-х стадий ползучести.

Л.М. Качановым [11] был введен в рассмотрение параметр повреждаемо-
сти ω, который может быть представлен как отношение полной площади по-
перечного сечения одноосного образца (А) к площади повреждений на этом
поперечном сечении (Аω). Эффективная площадь (площадь без повреждений) A~

тогда примет вид A A Aω= − . Следовательно, эффективное напряжение может
быть представлено как отношение приложенной силы F к  эффективной площади:

;
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Для учета температурной зависимости возможно использование соотно-
шения в виде функции Аррениуса [1]:
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В случае одноосного напряженного состояния основные соотношения

теории ползучести имеют следующий вид:
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В уравнениях (1-4) εcr обозначает деформацию ползучести; t − время; σ −
одноосное напряжение; Qα и Qβ − энергии активации; T − абсолютную темпе-
ратуру; , , , , , ,A B C n m k l  − константы ползучести материала; ω − скалярный
параметр повреждаемости (0 ≤ ω ≤ ω*), где ω* является критическим значени-
ем параметра повреждаемости, соответствующим значению времени до раз-
рушения t*.
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Для случая многоосного напряженного состояния данная модель будет
иметь следующий вид:
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В формулах (5), (6) cr
ЭКВε  – тензор скорости деформации ползучести;

1
23

2Mνσ  = ⋅ ⋅ s s  − интенсивность напряжений; s – девиатор тензора напря-

жений; σωэкв – эквивалентное напряжение, используемое в форме, предложен-
ной в [6]:

Mэкв υ
ω σαασσ )1( −+= Ι .                                    (7)

Необходимо заметить, что развитие повреждаемости происходит при по-
ложительном эквивалентном напряжении, что подразумевает выполнение ус-
ловия несжимаемости:

ωω σσ эквэкв =    для   0>ωσ экв     и    0=ωσ экв     для    0≤ωσ экв .           (8)

В уравнении (7) σI означает максимальное главное напряжение; α – весо-
вой коэффициент, отражающий влияние главных напряжений на эволюцию
повреждаемости. Для определения данного коэффициента требуется проведе-
ние большого количества дорогостоящих и длительных экспериментов. В раз-
ное время у разных авторов можно наблюдать значения коэффициента α, при-
веденные для определенных материалов. Например, в работе [12] приведены
экспериментально полученные значения α = 0,15 при температуре 700 ºС для
никелевого сплава и α = 0 для сплава титана при температуре 650 ºС. Для жа-
ропрочных сталей, которые используются, например, в производстве элемен-
тов паровых турбин [5], принято принимать коэффициент α равным 0,3, как
усредненное значение.

2. Анизотропная повреждаемость. Рассмотрим математическую модель
анизотропной повреждаемости, построенной на предположении, что повреж-
даемость имеет место только в плоскости перпендикулярной максимальным
главным напряжениям. В данном случае принято вводить в рассмотрение так
называемый тензор эффективных напряжений.

В общем случае тензор условных напряжений может быть переведен в
тензор эффективных напряжений с помощью тензора 4-го ранга. Эксперимен-
тальные исследования материалов [5] позволили сделать предположение, что
с достаточной точностью возможно введение тензора 2-го ранга для преобра-
зования тензоров напряжений. С учетом данного предположения, Мураками и
Оно [8] была разработана теория ползучести сплошной среды с учетом по-
вреждаемости для металлов и сплавов, в основе которой лежит введение в
рассмотрение симметричного тензора повреждаемости 2-го ранга D.
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Тензор эффективных напряжений в этом случае будет иметь вид:

( )σσσ ⋅Φ+Φ⋅=
2
1~  с учетом [ ] 1−−Ι=Φ D                             (9)

или
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1
2

1
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где I – единичный тензор второго ранга, а D – это симметричный тензор по-
вреждаемости второго ранга.

На данный момент не существует единого феноменологического подхода в
моделировании анизотропной ползучести с учетом повреждаемости. Очень слож-
но судить о возможности использования разных имеющихся моделей анизотроп-
ной ползучести в связи с ограниченным количеством экспериментальных данных,
которые позволили бы доказать достоверность той или иной модели.

В результате проведения металлографических наблюдений в меди и ста-
лях, было выявлено, что пустоты, вызванные ползучестью с учетом повреж-
даемости, развиваются в большей степени на границах зерен перпендикулярно
максимальным растягивающим напряжениям Iσ , что приводит к уменьше-
нию эффективной площади поперечного сечения. Скорость формирования
пустот обусловлена величиной эквивалентного напряжения. Данная модель
может быть сформулирована следующим образом:
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где S~  представляет собой девиатор тензора эффективных напряженийσ~ , а
Iσ~  – это максимальное положительное значение σ~ , и в данном случае оно

совпадает с первым главным эффективным напряжением.
Тогда, основываясь на предложенной Мураками и Оно [8] теории, урав-

нение для тензора скорости повреждаемости может быть сформулировано
следующим образом:

[ ] [ ] ,ΙΙΙΙΩ

•
⊗⋅Φ⋅=Ω nnnnB lkэквσ                                (12)

где nI – это главное направление, которое в данном случае соответствует пер-
вому главному напряжению Iσ~ .

С целью лучшего согласования экспериментальных данных с теоретиче-
скими С. Мураками было предложено ввести модифицированный тензор эф-
фективных напряжений σ̂ , который позволил бы учесть уменьшение эффек-
тивной площади поперечного сечения. В неповрежденном состоянии данный
тензор должен совпадать со значением σ Таким образом, следует представить
σ̂  в следующем виде:
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2
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где αS, βS – это константы ползучести материала.
Данное выражение для эффективного напряжения допускает предполо-

жение, что относительная часть площади сечения пустот в материале иссле-
дуемой конструкции мала.

При подстановке модифицированного тензора напряжений σ̂  и его девиа-
торной части Ŝ  в уравнение закона Нортона, определяющее уравнение ползучести
с учетом анизотропной повреждаемости может быть представлено в виде:
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где модифицированная интенсивность напряжений за фон Мизесом:

2
1

ˆˆ
2
3ˆ 



 ⋅⋅= ssMυσ .

3. Идентификация констант ползучести. Для определения констант ползу-
чести требуется проведение большого количества длительных и дорогостоящих
экспериментов. Рассмотрим методику определения констант для случая одноосно-
го напряженного состояния, предложенную в [10], которая основана на обработке
имеющихся данных в виде экспериментальных кривых ползучести.

Рисунок 1 – Кривые ползучести стали при температуре 550° C

Кривые ползучести (см. рис. 1), как правило, имеют хорошо выраженную
вторую стадию ползучести. На этой стадии процесс ползучести протекает с
минимальной постоянной во времени скоростью cr

minε , которая зависит от на-
пряжений и температуры. Экспериментально лучше всего подтвердила свою
состоятельность степенная зависимость минимальной скорости деформации
ползучести от напряжений в виде:

ncr A σε ⋅= ,                                                  (15)
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где  А и n для каждого материала зависят от температуры.
Соотношение (15) достаточно хорошо согласуется с данными опытов и

удобно для использования в расчетах [9].
Допустим, что имеется набор экспериментальных значений времени

(t1,t2,…,tn), которым соответствует набор значений деформаций ползучести
(ε1,ε2,…,εn). Используя линейную функцию вида:

tcr
minεε =                                                    (16)

можно провести аппроксимацию имеющихся экспериментальных данных методом
наименьших квадратов (МНК). В формуле (16) cr

minε  представляет собой коэффи-
циент наклона линейной функции, который может быть представлен в виде:
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Константы материала А и n определяются из установившейся стадии пол-
зучести. Логарифмируя соотношение (15) получим выражение (18), откуда
следует справедливость линейной зависимости между логарифмами мини-
мальной скорости деформации ползучести и напряжениями, что подтверждается
для практики с достаточной точностью графиками, приведенными на рис. 2:

σε lglglg min nAcr += ,                                            (18)
где n – угол наклона функции (18). Имея в наличии серию кривых ползучести,
можно определить набор значений минимальных скоростей ползучести

cr
k
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min2min1min ,,, εεε , которые соответствуют фиксированным напряжениям

σ1,σ2,…,σk при фиксированных значениях температур T1,T2,…,Tt, где κ – коли-
чество экспериментальных напряжений, t – количество экспериментальных
температур, соответствующих участкам установившейся стадии ползучести.
Полученные результаты могут быть изображены в виде точек в логарифмиче-
ских координатах ( σε lg,lg min

cr ) и позволяют вычислить константу ползучести n:
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и набор температурно-зависимых констант ползучести Аj  (j = 1,2,…,κ) с по-
мощью МНК и аппроксимирующей функции в виде (18):
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Вторая стадия ползучести представляет собой массив данных (Аj, Tj)
j = 1,2,…,к, который может быть достаточно точно аппроксимирован МНК с
помощью функциональной зависимости от температуры в форме Аррениуса,
имеющей следующий вид:

A(T) = a · exp(−h/T).                                          (21)

Рисунок 2 – График зависимостей напряжения от минимальной
скорости деформации ползучести для стали 60Х

В полулогарифмических координатах данная функция (21) является ли-
нейной и содержит константы ползучести материала a и h, которые могут лег-
ко быть определены при наличии значений 2-х фиксированных температур
(Т1, Т2):
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В уравнении скорости повреждаемости (4) константа ползучести lj пред-
ставляет собой величину кривизны участка третьей стадии ползучести и опре-
деляет величины критической деформации ползучести ( ∗∗∗

ϕεεε ,,, 21 ). Для диа-
пазона фиксированных температур и напряжений (σ1,σ2,…,σφ) с четко выра-
женной третьей стадией ползучести, соответствующих времени до разруше-
ния ( ∗∗∗

ϕttt ,,, 21 ) она может быть представлена как:

( )

).,...2,1,,...,2,1(,

1
)/exp(

1)( φ

σ
ε

==












−











⋅⋅−⋅

+−=

∗∗

∗
itj

tThA

nnTl

i
n

i

i

ji     (22)



55

В выражении (24) φ  – количество экспериментальных значений напря-
жений, t – количество экспериментальных значений температур, которые со-
ответствуют экспериментальным кривым ползучести с явно выраженным уча-
стком третьей стадии ползучести.

Экспериментальные кривые длительной прочности, которые представ-
ляют собой зависимость времени до разрушения ( ∗∗∗

ϕttt ,,, 21 ) от приложенного
напряжения (σ1,σ2,…, φσ ) могут быть аппроксимированы МНК, используя функ-
цию, линейную в двойных логарифмических координатах, следующего вида:

( )[ ] ,lg1lglg σmBlt −⋅+−=∗                                        (23)
Независимая от температуры константа m, определяет наклон функции

(23) и может быть определена с помощью МНК в следующем виде:
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Аналогично можно определить набор зависимых от температуры кон-
стант Вj (j = 1,2,…, t):
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Третья стадия ползучести представляется массивом данных (Вj, Tj), где
j = 1,2,…,t и может быть достаточно точно аппроксимирована с помощью
МНК, используя температурную зависимость в виде функции Аррениуса, ко-
торая является линейной в полу логарифмических координатах:

)/exp()( TpbTB −⋅=                                          (26)
Константы ползучести материала b и p для двух фиксированных значе-

ний температур могут быть определены как:
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Для получения аналитического выражения деформации ползучести для
первой стадии ползучести необходимо пренебречь влиянием второй и третьей
стадий ползучести в выражении (5). Неизвестными константами на первой
стадии ползучести являются C и k. Для их определения необходимо выпол-
нить следующие действия: в диапазоне фиксированных величин температур
T1,T2,…,Tt, где t – количество значений температур, выбрать кривые ползуче-
сти с явно выраженным участком первой стадии ползучести; для выбранных
кривых определить максимальные значения деформации ползучести в конце



56

участков первой стадии ползучести в виде: ( )1
max
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max2max1max ,..., εεε ; из полученного ряда значений про-
извести отбор максимальных значений деформаций для каждой температуры.
В результате чего, например, можно получить следующий набор максималь-
ных величин ползучести ( )Tt

t
TT

max
2

2max
1
1max ,..., εεε . Кривые ползучести, отвечающие

данному ряду значений могут быть аппроксимированы функцией (26) с помо-
щью МНК. В результате можно определить константы ползучести первой ста-
дии C  и k для каждой из температур:
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Общее значение констант для всего диапазона температур вычисляет как
среднее арифметическое:

t
kkkk

t
CCCC tt +++=+++= ...;... 2121 .

Выводы. В реальных условиях работы элементов конструкций имеет ме-
сто неизотермическая ползучесть с учетом повреждаемости, причем развитие
повреждаемости носит анизотропный характер. Применение теории, рассмат-
ривающей скалярный параметр повреждаемости, предполагает частный слу-
чай анизотропной повреждаемости, расчет которой требует больших затрат
времени. Необходимо усовершенствовать имеющуюся методику для вычисле-
ния основных констант ползучести для общего случая неизотермической пол-
зучести с учетом анизотропной повреждаемости.
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