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ДО РОЗРАХУНКУ ОБЕРНЕНОЇ ДЕФОРМАЦІЇ ПОВЗУЧОСТІ 
НЕЛІНІЙНО В’ЯЗКОПРУЖНИХ ПОЛІМЕРІВ ЗА УМОВ 
ПОВНОГО РОЗВАНТАЖЕННЯ  
 

Розглянуто задачу визначення деформацій повзучості нелінійно-в'язкопружних матеріалів у ре-
жимі стаціонарного навантаження та повного розвантаження. Розв’язок отримано на підставі гі-
потези єдиної діаграми деформування виходячи із подібності ізохронних діаграм повзучості та 
діаграми миттєвого деформування. Режими навантаження задаються за допомогою функцій Хе-
вісайда. Результати розрахунків апробовано експериментально на задачах розрахунку деформа-
цій нестаціонарної повзучості нейлону та фторопласту. 

 
The problem of the calculation of creep strains of nonlinearly-viscoelastic materials under stationary 
loading and full unloading is considered. The solution is obtained based on the hypothesis of the unified 
deformation diagram proceeding from the similarity of isochronous creep diagrams and a stress-strain 
diagram. The nonstationary loading regimes are given by the Hevyside’s function. The calculation re-
sults have been approved experimentally on the problems of nonstationary creep strains calculation of 
nylon and polytetrafluorethylene. 

 
Велика міцність, висока хімічна стійкість, хороша адгезія, мала вага та 

ряд інших переваг зумовили широке використання полімерних матеріалів у 
машинобудуванні та авіації, для виготовлення конструктивно складних і від-
повідальних деталей машин і механізмів, що піддаються тривалій дії змінних 
навантажень. Експериментально встановлено, що для більшості полімерів 
при тривалій дії розтягуючих і стискаючих напружень проявляються власти-
вості нелінійного в’язкопружного деформування. Що   зумовило інтенсивне 
дослідження процесів довготривалого деформування так, як воно дозволяє 
визначати терміни експлуатації, як елементів так і конструкції в цілому. 

Для задання залежності між деформаціями, напруженнями і часом ши-
рокого поширення отримали теорії повзучості спадкового типу, що дозволя-
ють врахувати історію навантаження [1-4]. Основні складності, що виника-
ють при використанні спадкової теорії, пов’язані із вибором ядра інтеграль-
ного рівняння, пошуком відповідної резольвенти та визначення параметрів 
ядра. На даний час опубліковано багато робіт, присвячених побудові нелі-
нійних моделей спадкового типу. Деякі із цих моделей, а також отримані на 
їх основі результати обговорюються в [5-8]. Більш перспективною вважаєть-
ся  нелінійна модель основне рівняння якої побудоване виходячи із умови 
подібності ізохронних діаграм повзучості та діаграми миттєвого деформу-
вання, як ізохрони для нульового моменту часу. На основі цієї моделі 
розв’язується задача із розрахунку деформацій нелінійної повзучості нелі-
нійно в’язкопружних полімерних матеріалів при стаціонарному навантаженні 



та повному розвантаженні. 
 
1 Постановка задачі дослідження. Об’єкт дослідження. Визначальне 

рівняння в нелінійній теорії в’язкопружності із незалежною від часу не ліній-
ністю задається інтегральним рівнянням [9,10] 
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де ε(t) – повна деформація, що включає пружну складову εe і деформацію по-
взучості εc(t) в моменти часу t; σ(t) – діюче напруження в моменти часу t; 
φ0(·) – функція, що задає діаграму миттєвого деформування, K(t − τ) – ядро 
повзучості; λ –  реологічний параметр (λ > 0); t – час спостереження; τ – час, 
що передує моменту спостереження. 

Функція φ0(·) визначає вид нелінійності в (1.1), задається одночленною 
степеневою апроксимацією 
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Дробово-експоненційне ядро запропоноване в [2] задається співвідно-
шенням 
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для випадку повзучості. Де α і β – параметри дробово-експоненційного ядра  
причому −1 < α < 0, а β > 0.  

Параметри α і β дробово-експоненційного ядра, а також реологічний па-
раметр λ у рівнянні (1.1) визначаються по результатах обробки експеримен-
тальних даних на одновісну повзучість при фіксованій температурі і при де-
кількох рівнях постійних напружень. В цьому випадку величина напруження 
σ(t) задається співвідношенням  
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де h(t − τk) – одинична функція Хевісайда (h(t) = 0 при t < τk і h(t) = 1 при 
t ≥ τk), а σk = const. 

В роботі в рамках рівняння (1.1) розв‘язується задача із розрахунку де-
формацій повзучості для нейлонових волокон FM 10001 і фторопласту-4. Ре-
зультати розрахунку порівнюються з експериментальними даними, запозиче-
ними із [11,12]. Задача включає визначення параметрів дробово-
експоненційних ядер спадковості та експериментальну апробацію моделі на 
прикладі розрахунку деформацій повзучості при постійних напруженнях та 
при повному розвантаженні. 

 
2 Обґрунтування виду нелінійності вихідної моделі. Інтегральне визна-

чальне рівняння (1.1) встановлює зв’язок між деформацією і напруженням для 



нелінійно-в’язкопружних матеріалів із незалежною від часу нелінійністю. Нелі-
нійність процесу повзучості визначається, як видно нелінійністю діаграми мит-
тєвого деформування φ0(·) і випливає із умови існування єдиної ізохронної діаг-
рами деформування. Єдина ізохронна діаграма відображає подібність ізохрон-
них діаграм повзучості φt(εi(tj)) і діаграми миттєвого деформування φ0(εi(0)). 

Узагальнена умова подібності ізохронних діаграм повзучості, включаю-
чи і діаграму миттєвого деформування, як ізохрону для моменту часу t = 0, 
записується у вигляді  

),),(()](1[))0((0 jitji tttG εϕ+=εϕ                                 (2.1) 
що задає подібність у площині (φ,ε) для кожного із фіксованих рівнів дефор-
мацій εi(t) в інтервалі l,1=i  по параметру tj. Де ),1()(1 njtG j =+  – функція 
подібності, що визначається для кожної ізохронної діаграми повзучості; φ0(·), 
φt(·) – функції, що задають напруження σi по діаграмі миттєвого деформу-
вання і по ізохронних діаграмах повзучості для кожного із моментів часу tj. 

Існування єдиної ізохронної діаграми деформування у відповідності із 
(2.1) може бути обґрунтовано поведінкою вихідних ізохронних діаграм пов-
зучості до діаграми миттєвого деформування за допомогою усередненої фун-
кції подібності )(1 jtG+ . Приведені ізохронні діаграми повзучості показані 
пунктирними лініями. Вважається, що єдина ізохронна діаграма деформу-
вання обґрунтована із похибкою δ, якщо приведені ізохронні діаграми не ви-
ходять за межі інтервалу, обмеженого величиною δ по відношенню до діаг-
рами миттєвого деформування. З достатньою для практичних розрахунків 
точністю величина δ прийнята рівною ±5 %.  

Величина )(1 jtG+  визначається із співвідношення 
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котре усереднює функцію подібності 1 + G(tj), знайдене для кожної j-ї ізо-
хронної діаграми повзучості, і дозволяє розраховувати дискретні значення 
функції подібності і відповідно дискретні значення приведених ізохронних 
діаграм повзучості. 

Існування єдиної ізохронної діаграми деформування підтверджується  
на рис. 1 для нейлонових волокон FM 10001(а) і фторопласту-4 (б). Вихідні 
ізохронні діаграми повзучості задані квадратиками, товстими суцільним ліні-
ями показані діаграми миттєвого дефомування φ0(ε). Приведені до діаграми 
миттєвого деформування (товста суцільна лінія) за допомогою усередненої 
функції подібності (2.2) вихідні ізохронні діаграми повзучості не виходять, 
як видно за межі інтервалу, обмеженого величиною похибки  δ = ±5 % 
(штрихові лінії). Дискретні значення вихідних і приведених ізохронних діаг-



рам повзучості нанесені квадратиками. Для нейлонових волокон FM 10001(а) 
точки відповідають моментам часу tj = 1,5 (□),36 ( ), 105 ( ),340 ( ), 840(
),960 ( ) годин, для фторопласту-4 (б) точки відповідають моментам часу 
tj = 234 (□),1849 ( ), 4362 ( ),6517 ( ), 8491( ),10646( ),13518 ( ) хвилин. 

 

   
Рисунок 1 

 
3 Визначення параметрів ядра. В роботі невідомі параметри α, β і λ 

визначаються із даних отриманих із умови існування єдиної ізохронної діаг-
рами миттєвого деформування і представлених у вигляді усередненої  функ-
ції подібності )(1 jtG+ . 

В якості критерію найкращого узгодження функції подібності (2.2) із 
експериментальними даними використовується умова мінімізації квадратич-
ного відхилення розрахункових даних  із експериментальними даними усере-
дненої функції подібності exp))(1( jtG+ .Задача зводиться до знаходження мі-
німуму функціоналу  
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Мінімізація функціоналу (3.1) здійснюється із використанням ітерацій-
ного методу Лівенберга-Маркардта [13].  Значення знайдених таким чином 
параметрів α, β і λ для досліджуваних матеріалів приведені в табл. 1. Також 
тут приведені значення значення коефіцієнтів q і H  у рівнянні (1.2), що задає 
діаграму миттєвого деформування φ0(·) 

 
Таблиця 1 

Параметри ядра 
Параметри діаграми 
миттєвого деформу-

вання В’язкопружні матеріали 

α β, год-(1+α)  λ, год-(1+α) H, МПа q 
Нейлон FM 10001 -0,815 -0,127 0,254 665,24 0,8878 
фторопласт-4 -0,703 -0,13 0,062 21,806 0,3264 



4 Повзучість при постійних напруженнях. Найпростіша перевірка за-
стосування дробово-експоненційного ядра (1.3) і параметрів ядра знайдених 
по значеннях усередненої функції подібності для розв’язку задач нелінійної 
теорії в’язкопружності може бути здійснена на прикладі розрахунку дефор-
мацій повзучості  при постійних напруженнях. 

Умова навантаження постійними у часі напруженнями при варіюванні 
величини напруження σk задається співвідношенням  

),,1()()( mktht k =σ=σ                                              (4.1) 
де h(t) – одинична функція Хевісайда (h(t) = 0 при t < 0 и h(t) = 1 при t > 0), 
σk = const. 

Розв’язавши рівняння (1.1) із врахуванням (1.2) і (4.1) відносно )(tε , 
підставляючи ядро повзучості (1.3), отримуємо рівняння 
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де прийнято, що τ = 0, t – τ = t, а h(0) = 1. 
Значення деформацій повзучості ε(t) нелінійно в‘язкопружних матеріа-

лів розрахованих по рівнянню (4.2) із використанням значень параметрів α, β 
і λ, приведених у табл. 1, співставлені на рис. 2 із експериментальними дани-
ми для нейлонових волокон (а) і фторопласту-4 (б). Результати розрахунку 
нанесені штриховими лініями, а експериментальні дані показані точками. 
Експериментальні значення повзучості для нейлонових волокон FM 10001 
отримані із даних випробувань на повзучість при напруженнях σk = 3,2 (○), 
4,96 ( ), 6,7 ( ), 9,27 ( ), 12,41 (●)МПа і для при напруженнях σk = 3,2 (○), 
4,96 ( ), 6,7 ( ), 9,27 ( ), 12,41 (●)МПа і для фторопласту – 4 – при напру-
женнях  σk = 5 (○), 7,5 ( ), 8,5 ( ), 10 (●). 

 

    
Рисунок 2 

 
Експериментальні дані запозичені із [11] і [12]. Максимальна похибка 

між результатами розрахунку і експериментальними даними склала 7,5 % і 



отримана для нейлонових волокон FM 10001. 
 
6 Зворотня повзучість при повному розвантаженні. Процес зворот-

ньої повзучості пов’язаний із зменшенням  у часі деформацій повзучості, на-
копиченої до моменту розвантаження.  

Умова навантаження (1.4) при реалізації режиму повного розвантаження 
записується у вигляді  

)()()( 111 tththt −σ−σ=σ ,                                        (6.1) 
де σ1 – напруження, прикладене в момент часу  τ = 0; t1 – момент повного 
розвантаження, h(·) – функція Хевісайда.  

Розв’язуючи рівняння  (1.1) із врахуванням (1.2) і (6.1) відносно )(tε , 
підставляючи ядро повзучості (1.3), отримуємо рівняння 
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де всі позначення співпадають із прийнятими в (1.1), (1.3), (6.1). 
 

  
Рисунок 3 

 
Таблиця 2 

Параметри ядра 
Параметри діаграми 
миттєвого деформу-

вання В’язкопружні матеріали 

α β, год-(1+α)  λ, год-(1+α) H, МПа q 
Нейлон FM 10001 -0,999 -1,007 0,146 954,58 0,8678 
 
Значення деформацій зворотної повзучості )(tε , розрахованих по рів-

нянню (6.2) із використанням параметрів ядра (1.3), приведених в табл. 1, 
співставлені на рис. 3 для нейлонових волокон FM 10001 (а) і для фтороплас-



ту – 4 (б). Режим навантаження для нейлонових волокон FM 10001 включав 
навантаження із початковим напруженням σ1 = 6,2 (○) і 12,4 (●)  МПа  і повне 
розвантаження в момент часу t1 = 1 година, а для фторопласту – 4 початко-
вим напруженням σ1 = 5 МПа (○) (б) і повне розвантаження в момент часу 
t1 = 14400 хвилин. Значне розходження експериментальних даних із розраху-
нковими для нейлонових волокон FM 10001 пов’язані із тим, що експеримент 
на розвантаження проводився на іншому обладнанні ніж базовий експери-
мент на повзучість. Тому для перевірки доцільності застосування нелінійної 
моделі для розрахунку деформацій повзучості при повному розвантаженні 
параметри для моделі визначались по кривих повзучості із експерименту на 
розвантаження. В табл. 2 представлені значення параметрів ядра та парамет-
рів діаграми q і H. На рис. 4 представлено співставлення результатів розра-
хунку деформацій зворотної повзучості із експериментальними даними. У 
випадку фторопласту, як видно із рис. 3, результати розрахунків не узгоджу-
ються. Це може пояснюватись тим, що матеріал є неповністю 
в’язкопружним. Після розвантаження виникають залишкові деформації, котрі 
нелінійною моделлю (1.1) не враховуються.  

 

 
Рисунок 4 

 
Висновки. Як видно із результатів розрахунку на рис. 2 отримано задо-

вільне узгодження експериментальних даних із розрахунковими. Що підтве-
рджує доцільність застосування нелінійної  моделі, яка будується на підставі 
гіпотези єдиної діаграми деформування виходячи із подібності ізохронних 
діаграм повзучості та діаграми миттєвого деформування, для розрахунку де-
формацій повзучості при стаціонарному навантажені та при повному розван-
таженні. Найбільша похибка була отримана для фторопласту – 4 в режимі 
повного розвантаження. Значна похибка зумовлена тим, що матеріал не є по-
вністю в’язкопружним, а відповідно після розвантаження в нього виникають 
залишкові деформації, тому при прогнозуванні процесів довготривалого де-
формування при нестаціонарних режимах навантаження, крім базового екс-
перименту на повзучість потрібно проводити експеримент на повне розван-
таження для визначення, чи є він повністю в’язкопружним. 
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