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ПРО ШВИДКІСТЬ ПАДІННЯ КУЛІ, ЩО ОБЕРТАЄТЬСЯ ТА 
ЗМІНЮЄ МАСУ ЗА ПОКАЗНИКОВИМ ЗАКОНОМ  

 
Знайдена розв’язка рівняння падіння однорідної кулі змінного радіусу із вертикальною віссю 
обертання з урахуванням лінійного опору зовнішнього середовища. При показовому законі зміни 
радіусу кулі в часі перші інтеграли рівнянь руху виражені в елементарних і відомих спеціальних 
функціях, а також досліджені особливості швидкості польоту при дії сили Магнуса. 

 
The equations of fall of a homogeneous sphere of variable radius with a vertical axis of rotation are 
solved in view of linear resistance of external environment. At the indicative law of change radius of a 
sphere in time the first integrals of the equations of motion are expressed in elementary and known spe-
cial functions, and also the features of velocity of flight are investigated at action of Magnus force. 

 
Актуальність теми та постановка задачі. Рух тіл змінної маси, окрім 

ракетодинаміки, має місце в різноманітних технологічних процесах. Це політ 
часток рідких та твердих палив, що згорають [1,2], рух крапель диспергова-
них вогнегасних рідин, які випаровуються у високотемпературному середо-
вищі [3], падіння коагулюючих часток в атмосфері [4,5]. Тому вивчення балі-
стичних властивостей тіл, які зменшують або збільшують свої розміри і масу 
при польоті, є актуальною задачею, на що в свій час звертав увагу І.В.Меще-
рский [6]. Обертання тіл при польоті їх у газовому чи рідинному середовищі 
супроводжується дією сили Магнуса [7]. Ця сила викривляє траєкторію руху. 
Тому частка, що обертається, не може в загальному випадку рухатися прямо-
лінійно навіть при падінні її в гравітаційному полі. Від дії сили Магнуса за-
лежить швидкість руху. Її вплив на процес польоту досліджено переважно 
для тіла сталих розмірів і маси [8]. Менш вивченим залишається вплив на-
званої сили на рух тіл змінних розмірів, чим змотивована мета цього дослі-
дження. 

Метою дослідження є вивчення впливу сили Магнуса на кінематичні ха-
рактеристики польоту однорідної сферичної частки змінного радіуса в часі. 

Розв’яжемо задачу з урахування сил лінійного опору зовнішнього сере-
довища. Такій підхід дозволяє знайти аналітичні розв’язки, які з прийнятною 
точністю моделюють рух сферичних тіл, які швидко обертаються, в нерухо-
мому газовому середовищі. 

Вісь обертання сферичного тіла вважаємо вертикальною та спрямова-
ною проти вісі OZ координатної системи, що показана на рис. 1. 

За вказаної орієнтації вісі обертання проекції сили Магнуса на вісі коор-
динат можна обчислити за формулами 
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де δ – питома маса газового середовища; ω – кутова швидкість обертання ку-
лі радіуса r = r(t); t – час; yx &&,  – проекції лінійної швидкості руху центру мас 
кулі на вісі ox і oy відповідно. 

 

  
Рисунок 1 – Розрахункова схема 

 
З урахуванням лінійного опору середовища, в однорідному полі гравіта-

ції, рух тіла маси m = m(t) описується рівняннями 
xrkmxFxm mx &&&&& 2πμ −−= ; 

yrkmyFym my &&&&& 2πμ −−= ;                                          (1) 

.2 mgzrkmzFzm mz +−−= &&&&& πμ   
Тут коефіцієнт 0 < μ < 1, корегує величину реактивної сили, зумовленої 

зростанням маси; g – прискорення вільного падіння; k – коефіцієнт лінійного 
опору середовища; крапка над символом означає похідну за часом t. 

Зростання радіуса кулі підпорядковуємо експонентній залежності 
( ) ( )trtrr λexp0== ,                                              (2) 

в якій r0 = r(0); стала λ > 0 – характеризує темп зростання. 
Оскільки маса однорідної кулі, у якої питома маса ρ, пропорційна кубу 
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З урахуванням (3) і проекцій сили Магнуса рівняння руху (1) набувають 
вигляду 
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Підкреслимо, що доданки з множником ω визначають дію сили Магну-
са, з множником μ – дію реактивної сили, а з множником α – дію сили ліній-
ного опору середовища. 

Рівняння (4) будемо розв’язувати при початкових умовах: 
( ) ϕυ cos0 0=x& ;  ( ) ϕυ sin0 0=y& ;  ( ) 00 zz && = ;  ( ) ( ) ( ) .0000 === zyx        (5) 

де 0υ
r

 – проекція стартової швидкості центру мас кулі на горизонтальну пло-
щину; φ – кут, який ця проекція складає з віссю ox ; 0z&  – проекція стартової 
швидкості на вертикальну вісь.  

 
Дослідження руху кулі, маса якої зростає. Для знаходження першого 

інтегралу третього рівняння системи (4) введемо нову змінну ( )tzu &= . Тоді 
рівняння для вертикальної проекції швидкості набуває вигляду  
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Його окремим розв’язком, при початковій умові (5), є вираз  
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p =  Γ(−3μ,pe−λt) – неповна Гамма-функція. 

Розглянемо окремі випадки:  
1) Коли μ = 0, то 
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тобто вертикальна проекція швидкості виражається через інтегральну показ-
никову функцію.  

2) Якщо α → 0, p → 0 то 
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і замість (7) маємо 
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У цьому випадку легко обчислити вертикальне переміщення центру мас, 
бо 
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Загальний розв’язок перших двох рівнянь системи (4) шукаємо у вигляді 
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де f(t), θ(t) – невідомі функції часу; c1, c2 – довільні сталі.  
Підставивши вирази (8) у систему (4), після прирівнювання відповідних 

доданків, одержуємо рівняння 
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Інтегрування рівнянь (9) приводить до квадратур 
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Для знаходження ω(t), без урахування опору середовища обертанню ку-
лі, скористаємось законом збереження кінетичного моменту у вигляді 

05 45 =+ ωνω rrr && .                                             (11) 
Тут 0 < ν < 1 корегує величину реактивного моменту, зумовленого збі-

льшенням радіуса кулі. 
Із (2) і (11) випливає, що 
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Тому 
( ) ( )tt νλωω 5exp0 −= ,                                           (13) 

де ω0 – початкова швидкість обертання кулі. 
Знайшовши інтеграли (10), маємо вирази для проекцій швидкості 
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Константи інтегрування c1 та c2 знаходимо з початкових умов (5) 
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Якщо врахувати опір, який чинить середовище обертанню кулі, то куто-
ву швидкість доводиться знаходити інтегруванням рівняння  
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у якому μв – коефіцієнт динамічної в’язкості повітря або газу, в якому обер-
тається тіло. 

Із нього при r = r0 exp(λt); ω(0) = ω0 випливає, що 
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При такій зміні кутової швидкості маємо 
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Значення θ(t) залежить від значень виродженої гіпергеометричної функ-
ції. 

Оскільки 
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то при μb = 0 (q = 0) вираз (16) переходить в (13), а вираз (17) – в (15). 
 
Результати розрахунків та їх аналіз. Вивчимо вплив коефіцієнту λ, 

який характеризує швидкість збільшення маси, на проекції швидкості руху 
центру мас тіла за теорію, де враховується опір обертанню кулі. Для цього 
приймаємо такі вихідні дані r0 = 0,002 м; ρ = 1000 кг/м3; δ = 1 кг/м3; φ = 45°; 
ω0 = 3000 с-1; υ0 = 5 м/с; 50 =z&  м/с; μ = 0,5; μb = 1,85 · 10−5 Па · с; ν = 0,3 та рі-
зні α і λ. 

На рис. 2 та 3 зображені залежності від часу проекцій швидкості центру 
мас кулі, отримані при α = 10−3 м/с та α = 2 · 10−3 м/с відповідно. Цифрам 1, 2, 
3, 4, 5 відповідають значення 5,1;25,1;1;75,0;5,0=λ с-1. При більшій інтенсив-
ності зростання радіуса (маси) кулі маємо більше спадання швидкості руху її 
центру мас. Внаслідок подвійного збільшення аеродинамічного опору 
(α = 2 · 10−3 м/с, рис. 3) спостерігається зменшення проекцій швидкості руху, 
що відповідає фізичному протіканню процесу.  

Внаслідок зростання радіуса кулі, що обертається, швидкість руху її 
центру мас має екстремум (мінімум) (рис. 4). Для швидкості руху тіла зрос-
таючих розмірів без врахування дії сили Магнуса цей ефект було описано ра-
ніше в [9].  



       
                       а)                                              б)                                             в) 
Рисунок 2 – Залежність проекцій швидкості від часу при α = 10−3

 
м/с та різних λ > 0 

 

       
                       а)                                              б)                                             в) 
Рисунок 3 – Залежність проекцій швидкості від часу при α = 2 · 10−3 м/с

 
 та різних 

λ > 0 
 

 
Рисунок 4 – Залежність швидкості руху від часу при α = 2 · 10−3 м/с та різних λ > 0 

 
Дослідження руху кулі, маса якої зменшується. При зменшенні раді-

уса та маси приймаємо залежність  
( ) ( )trtrr λ−== exp0 . 

В такому випадку маємо такі ж розв’язки, як і в попередньому пункті, 
тільки в них зміниться знак перед λ.  

 
Результати розрахунків та їх аналіз. Вивчимо вплив коефіцієнту, який 

характеризує інтенсивність зменшення маси λ на проекції швидкості руху 



центру мас тіла за теорію, де враховується опір обертанню кулі. Для цього 
приймаємо такі вихідні дані: r0 = 0,002 м; ρ = 1000 кг/м3; δ = 1 кг/м3; φ = 45°; 
ω0 = 3000 с-1; υ0 = 5 м/с; 50 =z& м/с; μ = 0,5; μb = 1,85 · 10−5 Па · с; ν = 0,3 та рі-
зні α і λ. 

На рис. 5 та 6 зображено залежності від часу проекцій швидкості центру 
мас кулі, отримані при α = 10−3 м/с та α = 2 · 10−3 м/с відповідно. Цифри 1, 2, 
3, 4, 5 відповідають значенням 5,1;25,1;1;75,0;5,0=λ с-1. Подвійне збільшення 
аеродинамічного опору (α = 2 · 10−3 м/с, рис. 5) привело до зменшення проек-
цій швидкості руху, що відповідає фізичному протіканню процесу.  

 

       
                       а)                                              б)                                             в) 
Рисунок 5 – Залежність проекцій швидкості від часу при α = 10−3

 
м/с та різних λ < 0 

 

       
                       а)                                              б)                                             в) 

Рисунок 6 – Залежність проекцій швидкості від часу при α = 10−3

 
м/с та різних λ 

 

 
Рисунок 7 – Залежність швидкості руху від часу при α = 2 · 10−3 м/с та різних λ 



На відміну від випадку зростання радіуса, швидкість руху центру мас 
кулі, що зменшує радіус, має максимум, а не мінімум [10]. Це відображено 
графіками на рис. 7. 

 
Висновки. При експонентному законі збільшення радіуса кулі в часі та 

обертанні її навколо вертикальної вісі, з урахування сили лінійного опору се-
редовища, перші інтеграли рівнянь руху виражаються через елементарні та 
відомі спеціальні функції. Сила Магнуса викривляє траєкторію падіння кулі в 
просторову лінію, але не змінює екстремальних властивостей швидкості па-
діння. 

 
Список літератури: 1. Воинов А.Н. Сгорание в быстроходных поршневых двигателях. – М.: 
Машиностроение, 1977. – 277 с. 2. Абрамчук Ф.И., Марченко А.П., Разлейцев Н.Ф. и др. Совре-
менные дизели: повышение топливной экономичности и длительной прочности. – Киев: Техника, 
1992. – 272 с. 3. Кучеренко С.І., Ольшанський В.П., Ольшанський С.В., Тіщенко Л.М. Балістика 
крапель, які випаровуються при польоті. – Харків: ХНТУСГ, 2007. – 304 с. 4. Матвеев Л.Т. Ос-
новы общей метеорологии. Физика атмосферы. – Л.: Гидрометеоиздат, 1965. – 751 с. 5. Хргиан 
А.Х. Физика атмосферы. – Л., Гидрометеоиздат, 1969. – 320 с. 6. Мещерский И.В. Работы по ме-
ханике тел переменной массы. – М.:  ГИТТЛ, 1952. – 276 с. 7. Прандтль Л. Эффект Магнуса и 
ветряной корабль // Успехи физических наук. – 1925. – Т. V, вып. 1-2. – С. 1-27. 8. Сагитов М.Н. 
О движении вращающегося шара постоянной и переменной массы: автореферат дис. на соиска-
ние науч. степени канд. физ.-мат. наук: спец. 01.02.01 «Теоретическая механика». – Алма-Ата, 
1965. – 14 с. 9. Ольшанский В.П., Ольшанский С.В. Об экстремумах скорости падения сфериче-
ского тела переменной массы // Вестник НТУ «ХПИ». Тем. вып.: Динамика и прочность машин. 
– Вып. 22. – Харьков: НТУ «ХПИ», 2007. – С. 147-152. 10. Ольшанский В.П., Ольшанский  С.В. О 
максимуме скорости при вертикальном падении однородного шара с показательным законом из-
менения радиуса // Инженерно-физический журнал. – 2009. – Т. 82. № 4. – С. 732-736.  

Надійшла до редколегії  18.10.2009 
 
 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /SyntheticBoldness 1.000000
  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002000d>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002000d>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /GRE <>
    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002000d>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e000d>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /RUS <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


