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ДИНАМИКА УПРУГИХ СИСТЕМ МНОГОКАНАТНЫХ 
ШАХТНЫХ ПОДЪЕМНЫХ УСТАНОВОК 
 

У статті побудована й обґрунтована уточнена математична модель багатоканатної піднімальної 
установки й досліджені динамічні процеси, що виникають у всіх її елементах, з метою підвищен-
ня міцності й довговічності піднімальних канатів і канатів, що врівноважують. Приводяться ре-
зультати розрахунків. 

 
In article the specified mathematical model of multirope elevating installation is constructed and proved 
and the dynamic processes, arising in all its elements, for the purpose of increase of strength and dura-
bility of elevating and counterbalancing ropes are investigated. The numerical results are presented. 

 
Шахтная подъемная установка представляет собой единую электроме-

ханическую систему «электропривод – машина – канаты – концевые грузы», 
динамические процессы в которой зависят от упругих характеристик ее эле-
ментов и во многом определяются характером движущих сил электроприво-
да [1, 2].  

Динамические процессы в подъемной машине описываются системой 
дифференциальных уравнений в частных производных второго порядка, учи-
тывающих продольно-крутильные колебания подъемных канатов и продоль-
ные колебания уравновешивающих канатов [2, 3]: 
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где Ui, θi – продольные и крутильные деформации подъемных канатов; ωi – 
продольная деформация уравновешивающих канатов; q1, r1 – погонный вес и 
радиус инерции единицы длины подъемного каната; E1F1, E2F2 – жесткость 
соответственно подъемного и уравновешивающего канатов при чистом рас-
тяжении; B – жесткость подъемного каната при чистом кручении; k1 – коэф-
фициент взаимности крутящих и продольных деформаций подъемного кана-
та; cV&  – ускорение точек обода шкива; g – ускорение свободного падения. 
Деформации, нагрузки, напряжения и другие обозначения, относящиеся к 
поднимающейся ветви подъемного каната, обозначены индексом 1, а для 
опускающейся ветви каната – индексом 2. 



При описании движения перекинутого через шкив подъемного каната с 
двумя концевыми грузами Q1 и Q2, расположенными в направляющих, ис-
пользовались следующие граничные условия [2, 3]: 

а) в поперечных сечениях ветвей каната x = li(t) 
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б) в поперечном сечении каната при x = Li граничным условием будет 
уравнения движения концевых грузов по жестким направляющим, 
которые исключают возможность раскручивания 

),2,1(;1
),(

),(),(),(

;0),();,(),(

22

111112

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
±=

∂

∂
−

−
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
⋅

==

i
g

VQ
x

tL
FE

x
tL

FEk
x

tLU
FE

t
tLU

g
Q

tLtLtLU

c
i

ii

iiiiiii

iiiiii

&ω

θ

θω

                (3) 

в) в нижнем конце уравновешивающего каната x = zi + li(t) 
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Начальные условия для определения функций Ui(x,t), θi(x,t) и ωi(x,t) 
имеют вид [2, 3]: 

 

),()0,();()0,();()0,(

);()0,(;)()0,();()0,(

xP
t
xx

t
xxF

t
xU

xpxxxxfxU

i
i

i
i

i
i

iiiiii

=
∂

∂
Φ=

∂
∂

=
∂

∂

===

ωθ

ωϕθ
                   (5) 

 
где fi, φi, pi, Fi, Φi, Pi (i = 1,2) – известные функции x, найденные из условия 
статического равновесия подъемной установки при t = 0. 

В целях преобразования уравнений в частных производных (1) к систе-
ме обыкновенных дифференциальных уравнений используется сначала пере-
ход к интегро-дифференциальным уравнениям путем прямого интегрирова-
ния системы (1) по геометрической координате и исключения граничных ус-
ловий (2)-(4). 

В случае, когда длина каната является функцией медленного времени 
τ = ε t, где ε – малый параметр, целесообразно в полученной системе ин-
тегро-дифференциальных уравнений перейти к новым переменным 

),()(
1 txV i , ),()(

2 txV i , ),()(
3 txV i  (i = 1, 2), связанных с Ui(x,t), θi(x,t) и ωi(x,t) 

соотношением: 
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В новых переменных система интегро-дифференциальных уравнений 
принимает вид, удобный для использования асимптотических методов нели-
нейной механики для исследования этих уравнений. Решение уравнений най-
дено в виде асимптотических рядов по собственным формам колебаний: 
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в которых функции ak(l) и фазы ψk(t) отдельных тонов колебаний определя-
ются из системы уравнений 
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Здесь λk – собственные числа, а функции ),,()1( laUk ψ  выражают слабую 
зависимость между отдельными тонами колебаний, появляющуюся при из-
менении длины колеблющегося каната. Определив первые собственные час-
тоты и формы продольно-крутильных колебаний подъемных канатов и про-
дольных колебаний уравновешивающих канатов и положив в (8) k = 1, най-
дем )()(

1 ta m
n , )()(

1 ti
nψ  и подставив их в (7), получим окончательные формулы 

для переменных ),()( txV i
n  и )()(

1 ti
nψ  (n = 1,2,3;   i = 1,2) 
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Таким образом, в результате указанных преобразований система урав-
нений в частных производных (1) сведена к системе (9), состоящей из 6 ал-
гебраических уравнений (3 для поднимающейся и 3 для опускающейся ветви 
каната) и 6 обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка, 



причем коэффициенты )()(
1 ta m
n  (m,n = 1,2,3) определены из расчета собствен-

ных колебаний (как функции длины каната li), а )( 01 ta n  и n1γ  из начальных 
условий (5). 

Система уравнений (9) принята в качестве математической модели 
подъемной машины при исследовании динамических процессов. К ней нуж-
но добавить уравнения, описывающие процессы в электроприводе: 

а) для подъемной установки с электроприводом по системе «тиристор-
ный преобразователь – двигатель» (ТП-Д) 
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б) для подъемной установки с асинхронным приводом 
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где Tμ – постоянная времени системы управления ТП-Д; Ed – э.д.с. преобра-
зователя; Uвх – напряжение на входе системы управления; Tя и Iя – постоян-
ная времени и ток якорной цепи; S – скольжение; c12 – приведенная крутиль-
ная жесткость валопровода; 11 ϕω &=  и 22 ϕω &=  – угловые скорости вращения 
двигателя и ведущего шкива; R – радиус ведущего шкива; 1ωβ−начM  – мо-
мент, развиваемый асинхронным двигателем с учетом переключения ступе-
ней (за счет изменения β); ),()1(

1 txP  и ),()2(
1 txP  – усилия каната соответст-

венно поднимающейся и опускающейся ветви. 
Совокупность уравнений (9) и (10) или (9) и (11) представляют собой 

математическую модель подъемной установки как единой электромеханиче-
ской системы «электропривод–машина–канаты–концевые грузы». При этом 
влияние процессов в канатах на электропривод определяется членом  

)],(),([ )2(
1

)1(
1 txPtxPR −−  в уравнениях (10) и (11), а влияние процессов в элек-

троприводе и валопроводе на колебания в канатах проявляется в коэффици-
ентах )()(

1 ta m
n , являющимися функциями длины канатов li, где li определялось 

интегрированием уравнения i
i R
td
ld

ω±= ; (i = 1,2). 

Для исследования динамических усилий и эквивалентных напряжений в 
упругих элементах шахтной подъемной установки с помощью численного 



моделирования уравнений (9) и (10) или (9) и (11) рассматривались нормаль-
ные режимы: пуск, установившееся движение, торможение. 

Установлено, что основное влияние на динамические усилия в упругих 
элементах подъемной установки в режиме пуска оказывают особенности 
внешнего силового воздействия, в частности, механические характеристики 
запуска двигателей. Так, при пуске асинхронного двигателя скачкообразное 
изменение пускового и движущего момента вызывают значительные колеба-
ния динамических усилий в валопроводе и в канатах подъемной машины, что 
не наблюдается в подъемных установках с тиристорным приводом, вследст-
вие лучших регулировочных характеристик этого привода. 

Характер динамических усилий, возникающих в упругих элементах 
подъемной установки с асинхронным двигателем, в режиме установившегося 
движения и торможения такой же, как и для подъемной установки с тири-
сторным двигателем; в этих режимах не наблюдается заметных колебаний 
динамических усилий. 

В режиме торможения динамические усилия в канатах достигают мак-
симального значения в первый период процесса предохранительного тормо-
жения, то есть до останова ведущего шкива. 

В результате численного исследования получены данные о величинах 
наибольших продольных и крутильных деформаций и напряжений, возни-
кающих в канатах. 

Основным критерием, по которому можно судить о работоспособности 
каната, следует принимать характер распределения напряжений в его попе-
речном сечении. В связи с конструктивными особенностями каната как слож-
ной механической системы, основными напряжениями, возникающими в 
проволоках каната, являются: нормальные напряжения от осевого растяже-
ния σраст, изгибные нормальные напряжения σизг, касательные напряжения от 
кручения τкр и эквивалентное напряжение 

22 3)( кризграстэкв τσσσ ++= . 
Расчет напряжений по всей длине каната показал, что наибольшие экви-

валентные напряжения возникают в подъемных канатах груженой ветви в 
верхнем крайнем положении сосуда в стволе, а наименьшие эквивалентные 
напряжения возникают в разгруженной ветви каната при нахождении сосуда 
в нижнем крайнем положении. Общая картина распределения напряжений 
показывает, что разброс напряжений по длине каната увеличивается по мере 
уменьшения длины каната. 

Аналогичная картина распределения напряжений по длине каната на-
блюдается в уравновешивающих канатах; максимальные напряжения урав-
новешивающий канат испытывает вблизи верхней приемной площадки. 

На рисунке приведены значения напряжений, возникающих в подни-
мающейся ветви головного каната подъемной установки, полученные для 
двух типов приводов: тиристорного и асинхронного, что позволяет сравнить 



между собой эти приводы с позиций прочности механической части подъем-
ной установки. 

 

 
Напряжения в поднимающейся ветви головного каната подъемной установки с:  

1 – тиристорным приводом; 2 – асинхронным приводом 
 
На основании полученных напряжений по кривым долговечности каната 

можно оценить, что срок службы канатов при переходе с асинхронного на 
тиристорный привод увеличивается в 1,6 раза. 
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