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У роботі запропонована узагальнена теорія еластодинаміки ортотропних шаруватих пластин. На 
її основі розроблено аналітико-чисельний метод розв'язання задачі про низькошвидкісний удар 
по шаруватим ортотропним пластинам. Можливості та вірогідність запропонованого методу 
ілюструються на тестових прикладах. Обговорюються питання щодо застосування різних двови-
мірних теорій для аналізу напружено-деформованого стану шаруватих пластин при ударі. 

 
The generalized theory of elastodynamics orthotropic laminated plates is proposed in paper. On its basis 
the analytical-numerical method for solving the problem of low-velocity impact on orthotropic lami-
nated plates by ball are developed. Capabilities and reliability of the proposed method are illustrated by 
test examples. The applicability of different two-dimensional theories for analysis of stress-strain state 
of laminated plates under impact are discussed.  

 
Введение. Композиты достаточно часто эксплуатируются в условиях 

действия нестационарных нагрузок. Такие же нагрузки возникают при неко-
торых аварийных ситуациях, характеризующихся кратковременным воздей-
ствием интенсивных импульсных и ударных нагрузок. Особую опасность для 
композитов представляет поперечный удар твердым телом, который может 
привести к разрушению его матрицы и расслаиванию. Для оценки прочности 
композита и влияния различных факторов (структуры композита, геометри-
ческих размеров, характеристик нагружения) на напряженно-деформирован-
ное состояние (НДС) необходимо наличие высокоэффективных методов их 
расчета. Поэтому, разработка методов анализа НДС композитов при им-
пульсном и ударном нагружениях является актуальной задачей.  

В силу анизотропии свойств и слоистой структуры композита рассмат-
риваемая динамическая задача является математически сложной и требует 
применения уточненных моделей. Этим объясняется ограниченное количест-
во работ в этой области, большинство из которых посвящено исследованию 
частотных характеристик. Отдельные вопросы по моделированию отклика 
композитов на низкоскоростной удар твердым телом были рассмотрены в 
работах [1-4]. При этом в работах [1-3] для моделирования поведения компо-
зита использовались уточненные теории первого порядка (теории типа 
С.П.Тимошенко), не учитывающие обжатие и нелинейный характер распре-
деления напряжений по толщине композита. В работе [2] решение получено 
аналитическим методом, а в работах [3-4] – с помощью метода конечного 
элемента. 

В этой работе предлагается численно-аналитический подход к расчету 



слоистых ортотропных пластин при импульсном и ударном нагружениях. 
Этот подход базируется на гипотезах обобщенной теории пластин [5, 6], в 
основе которой лежит метод степенных рядов. Обобщенная теория относится 
к классу дискретно-структурных и позволяет регулировать точность описа-
ния НДС в зависимости от исследуемого объекта. 

 
Постановка задачи. Слоистая ортотропная пластина находится под 

действием поперечной импульсной нагрузки ),,( 2133 txxqq =  (рис. 1), при-
ложенной к наружной поверхности первого слоя. Материал каждого слоя яв-
ляется ортотропным (главные направления ортотропии совпадают с направ-
лениями осей). Предполагается, что контакт между слоями исключает их рас-
слаивание и взаимное проскальзывание.  

 

 
Рисунок 1– Слоистая ортотропная пластина 

 
Поведение слоистой пластины описывается гипотезами обобщенной 

теории многослойных пластин [5, 6]: 
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iu  − перемещение 

точки i -го слоя в направлении координатной оси αOx ; i
ku,u αα  − коэффици-

енты разложений перемещений в степенные ряды, представляющие функции 
аргументов x1, x2, t; hi – толщина i-го слоя; I – количество слоев в пакете; Kα 

)3,1( =α  − количество удерживаемых членов в степенных рядах для пере-
мещений. При этом в разложениях (1) для плоскостных перемещений удер-
живается одно и тоже число членов степенного ряда, то есть параметры 

KKK == 21 . В дальнейшем, будем обозначать обобщенную теорию по ко-
личеству удерживаемых членов в рядах для перемещений – теория {K,K3}.  

Деформации в каждом слое пластины предполагаются малыми и описы-



ваются линейными соотношениями 

( )iii uu αββααβ +=ε ,,2
1 , 3,1, =βα , I,i 1= . 

Связь между компонентами тензоров деформаций и напряжений для 
рассматриваемого случая имеет вид [7] 
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где ii ,E αβα ν  – модули Юнга и коэффициенты Пуассона для i-го слоя, 
iii G,G,G 231312 – модули сдвига для i-го слоя. 

Усилия и моменты в i-м слое определяются по формулам 
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Уравнения движения. Уравнения движения и граничные условия по-

лучены с помощью вариационного принципа Остроградского-Гамильтона и в 
усилиях и моментах имеют следующий вид: 
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Таким образом, динамический отклик пластины описывается 
3)2( 3 ++ IKK  дифференциальными уравнениями.  

Уравнения движения (2) могут быть записаны в перемещениях 
,, QUΛUΩ tt =⋅−⋅                                                 (3) 

где U  – вектор, компонентами которого являются искомые функции  
( )i

kuuU
ααα= ,T ,  ;3,1=α ;,1 Ii = ,,1 αα = Kk  

Λ, Ω – симметричные квадратные матрицы порядка 3)2( 3 ++ IKK ; Q  – век-
тор, компоненты которого зависят от внешней силы, приложенной к наруж-



ной поверхности многослойной пластины 
( )0,,0, Kα= qTQ . 

Элементы матриц Λ, Ω не приводятся в силу их громоздкости.  
Вид граничных условий на контуре опирания для прямоугольной сво-

бодно опертой пластины приведен ниже: 
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Уравнения движения (3) и граничные условия (4) дополняются началь-
ными условиями. Начальные условия принимаются нулевыми: 

0==
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tkt uu   при    t = 0.                        (5) 
Таким образом, динамика свободно опертой слоистой пластины описы-

вается системой уравнений движения (3), граничными (4) и начальными (5) 
условиями.  

 
Метод решения. Метод решения нестационарной задачи основывается 

на разложении искомых функций i
kuu
ααα ,  и нагрузки qα в ряды по функ-

циям )( 21 x,xB mnα , удовлетворяющим  условиям на контуре опирания 
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Для прямоугольной многослойной пластины, свободно опертой по кра-
ям, функции ),( 21 xxB mnα  имеют вид 
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В результате задача о нестационарных колебаниях многослойной пла-
стины для каждой пары значений m  и n  сводится к интегрированию систе-
мы обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка с посто-
янными коэффициентами. Для интегрирования полученной системы исполь-
зуется оригинальный метод интегрирования, основанный на методе разложе-
ния решения в ряд Тейлора [5]. 

 
Задача об ударе шаром. Исследуется отклик слоистых свободно опер-

тых пластин при поперечном ударном воздействии. Удар наносится шаром 



радиуса R и массой M посередине наружной поверхности первого слоя пла-
стины. В момент столкновения с пластиной шар имеет скорость V0.  

Предполагается, что область взаимодействия индентора и пластины яв-
ляется кругом радиуса r(t), а контактное давление распределено по площадке 
нагружения в соответствии с законом 
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где x10,  x20 − координаты точки соприкосновения индентора и пластины в на-
чальный момент времени.   

Уравнение движения центра масс шара и начальные условия имеют вид 
;, Pgz tt −Μ=Μ    z(0) = 0;    0, )0( Vz t = , 

где z = z(t) − координаты центра масс шара, P − контактная сила, g − ускоре-
ние свободного падения. 

Контактная сила, с учетом (7), равна 
2

0
S

3 3
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где S − площадка контактного взаимодействия. 
Условие совместности перемещений шара и пластины имеет вид 
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1
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где a(t) – контактное сближение.  
Контактное сближение a определяется по закону Герца [1, 5, 8, 9] 

.Pka 32=  
Коэффициент k, зависящий от материала и формы взаимодействующих 

тел, и должен выбираться на основе эксперимента [1].  
Радиус области контакта r(t) вычисляется по формуле [5, 8] 
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где  E, ν − модуль Юнга и коэффициент Пуассона для материала из которого 
изготовлен шар, E1, ν1 − усредненные значения  модуля Юнга и коэффициен-
та Пуассона для первого слоя [1]. 

Решение задачи об ударе подробно изложено в работе [5]. Используя 
интегральное преобразование Лапласа, решение уравнения движения шара 
записывается в виде реккурентной формы для малых отрезков времени. Зна-
чение контактной силы на каждом временном интервале определяется из ра-
венства (8). 

 
Численное исследование. Для проверки эффективности предлагаемой 

теории были проведены расчеты отклика трехслойных и десятислойных ком-
позитов на удар шаром. 



Рассмотрен отклик трехслойного композита (00/900/00) на удар стальным 
шаром диаметром 12,7 мм и массой 8,4 гр. с начальной скоростью 2,54 м/с 
[1]. Удар наносится посередине верхнего слоя. Геометрические размеры ком-
позита 254,0== BA  м, 635,0=δ I  см. Упругие характеристики композита: 

058,17311 =E  ГПа, 095,3322 =E  ГПа, 171,53 =E  ГПа, 377,912 =G  ГПа, 
274,813 =G  ГПа, 241,323 =G  ГПа, 036,012 =ν , 25,013 =ν , 171,023 =ν , 

1568=ρ  кг/м3. Коэффициент k в законе Герца выбирался таким же, как и в 

работе [1]: 3
26 Нм104736,0 −⋅=k . 

В таблице приведены максимальные значения контактной силы, прогиба 
и напряжений, полученные по обобщенной теории, при различном числе 
удерживаемых членов в степенных рядах (1). При этом в разложениях (6) 
учитывалось по 100 гармоник в каждом направлении и исследовался интер-
вал времени от 0 до 80 мс. Значения прогиба приведены в точке удара, а зна-
чения напряжений – под точкой удара посередине внешних поверхностей 
композита. 

 
Отклик трехслойной пластины на удар 

Теория Сила 
P, Н 

Прогиб 
43

3 10⋅u , см 
Напряжение 

1
11

1
11 p/p , МПа 

Теория {1,0} 692 70,54 - 84,896 / 84,896 
Теория {3,2} 579 74,17 -350,560 / 42,090 
Теория {5,4} 576 74,18 -380,412 / 41,394 
Теория {7,6} 576 74,18 -381,952 / 41,261 

 
Из таблицы видно, что при увеличении параметров K, K3 лучше всего 

сходятся значения силы и перемещений, а значения напряжений, особенно 
под точкой удара, сходятся хуже. Обобщенная теория {3,2} и теории более 
высокого порядка, учитывающие обжатие по толщине и нелинейный харак-
тер распределения перемещений по толщине, дают близкие значения как для 
силы и прогибов, так и для напряжений на тыльной стороне.   

На рис. 2, 3 приведено изменение во времени контактной силы и пере-
мещений при ударе. Результаты расчета по предложенному методу (пунк-
тир – теория {7,6}, штрихпунктир – теория {1,0}) сопоставляются с данны-
ми, приведенными в работе [1] (сплошная линия) Из рисунка видно, что ре-
зультаты расчета по обобщенной теории согласуются с данными, получен-
ными A.Nosier, R.K.Kapania, J.N.Reddy по двумерной теории LWPT [1].   

Изменение напряжений ip11  по толщине композита дано на рис. 4. Рас-
пределение приведено для момента времени, когда напряжения достигают 
максимального значения под точкой удара. Здесь пунктирной линией показа-
ны результаты расчета по теории {7,6}, штрихпунктиром – теории {1,0}, точ-



ками – теории {3,2}. Наблюдается существенное отличие результатов, полу-
ченных по приведенным теориям. Это объясняется тем, что в исследуемых 
задачах  имеет место локализованное в пространстве нагружение, при кото-
ром характер распределения напряжений по толщине является нелинейным  
[5, 6]. 

 

 
Рисунок 2 – Контактная сила 

 

 
Рисунок 3 – Прогиб 

 
Из рис. 2-4 и таблицы видно, что для анализа напряжений при ударе не-

обходимо использовать теории высокого порядка, а теория {1,0} может быть 
использована при приближенном расчете силы и перемещений. Характер 
распределения напряжений по толщине имеет нелинейный характер даже для 
рассматриваемого случая относительно тонкого композита.  

Рассмотрен отклик десятислойного композита симметричного строения 

s//// )0900900( 00000  на удар стальным шаром диаметром 12,7 мм и массой 
8,5 гр. с начальной скоростью 3 м/с [1, 2, 4]. Геометрические размеры компо-



зита 2,0== BA  м, 69,2=δ I  мм. Свойства материала 12011 =E  ГПа, 
9,73322 == EE  ГПа, 5,5132312 === GGG  ГПа, 3,0231312 =ν=ν=ν , 

1580=ρ  кг/м3. Коэффициент k  в законе Герца выбирался таким же, как и в 

работе [1] для этой задачи: 3
26 Нм101238,1 −⋅=k . 

 

 
Рисунок 4 – Изменение напряжений ip11  по толщине 

 

 
Рисунок 5 – Контактная сила 

 



На рис. 5 показано изменение контактной силы во времени. Сплошной 
линией показано аналитическое решение двумерной задачи [2], точками – 
решение методом конечного элемента [2, 4], пунктиром – решение по обоб-
щенной теории {7,6}. Из рисунка видно, что на исследуемом интервале на-
блюдается повторное соударение после отскока. 

Изменение во времени прогибов под точкой удара приведено на рис. 6. 
Из рис. 5, 6 видно, что результаты расчета по предлагаемой теории  хо-

рошо согласуются с известными решениями. 
 

 
Рисунок 6 – Перемещения 

 
Выводы. На основе обобщенной теории разработан аналитико-

численный метод решения задачи о низкоскоростном ударе по ортотропным 
многослойным пластинам. Обобщенная теория базируется на кинематиче-
ских гипотезах в виде разложений перемещений в степенные ряды по попе-
речной координате (1). Решение задачи об ударе основывается на гипотезах 
Герца.  

На примерах показаны возможности предложенного подхода. Досто-
верность полученных результатов иллюстрируется сравнением их с данными 
расчетов по другим двумерным теориям (рис. 2, 3, 5, 6). Установлено, что 
силы и перемещения пластин при ударе, найденные по этим теориям,  хоро-
шо согласуются между собой.  

Также, рассмотрены вопросы применимости различных двумерных ап-
проксимаций, построенных на основе обобщенной теории, для расчета от-
клика ортотропных пластин при низкоскоростном ударе. Показано, что, из-
меняя количество удерживаемых членов в разложениях (1), удается получать 
аппроксимации разного порядка точности (таблица; рис. 4). Установлено, что 
характер распределения напряжений по толщине композита под точкой уда-
ра является существенно нелинейным (рис. 4). Поэтому, теории, основанные 
на гипотезах типа С.П.Тимошенко (теория {1,0}), могут применяться только 



для расчета перемещений и величины силы. Для анализа напряжений необ-
ходимо применение теорий более высокого порядка точности, например, 
обобщенной теории {5,4} или {7,6}. В дальнейшем следует более точно оце-
нить границы применимости обобщенной теории в зависимости от размеров 
области нагружения и характеристик слоистой пластины. 
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