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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ФОТОУПРУГИХ 
ЭЛЕМЕНТОВ К ИССЛЕДОВАНИЮ ОСТАТОЧНЫХ 
НАПРЯЖЕНИЙ В МОНОКРИСТАЛЛИЧЕСКИХ ПЛАСТИНАХ, 
ОБЛУЧЕННЫХ ИК-ЛАЗЕРОМ. 
 

У роботі розглядається застосування методу кінцевих фотопружних елементів до дослідження 
залишкових напружень у кристалах опромінених ІК-лазером. Визначені залишкові напруження 
та помилка в їх значеннях. Доведено, що в припущенні двовимірних напружень величина помил-
ки припустима , а сам метод визначення коректний. 

  
Application of photoelasticity finite elements method is investigated for research of residual stresses in 
the crystals that radiation-exposed infra-red laser. Residual stresses and mistakes are obtained. In suppo-
sition of two-dimensional stresses, the error is small, and the method is correct. 

 
1 Введение. В настоящее время наблюдается повышение интереса к ме-

тоду фотоупругости. Разрабатываемые методологии и устройства находят 
применение, например, при производстве стекол для TFT мониторов. Имеет-
ся два направления развития метода фотоупругости. Первое – развитие мето-
дологии и автоматизации измерений поляризационных параметров, второе – 
развитие методов интерпретации измерений. В данной статье представлено 
второе направление. В работах [1-8] методами имитационного моделирова-
ния активно изучались измерительные методы в рамках метода фотоупруго-
сти. Изучению были подвергнуты отдельные измерительные схемы. Доказа-
на их состоятельность. В данной работе результаты этих исследований при-
меняются.  

 
2 Актуальность рассматриваемой проблемы. В предлагаемой работе 

применяются результаты исследований интерпретации измерений проведен-
ные в [1-8]. Отличительной чертой предлагаемого подхода является тот факт, 
что не делается никаких предположений о распределении напряжений или 
симметрии свойств среды. То есть все соотношения записываются для обще-
го случая анизотропной задачи. Работа продолжает исследование, представ-
ленное в [1 ,2, 5]. В рамках этого подхода результат ищется в виде решения 
задачи метода конечных элементов. Это дает возможность учесть граничные 
условия и условия равновесия напряжений с помощью метода конечных эле-
ментов (МКЭ). Будем называть этот способ решения задачи фотоупругости 
методом конечных фотоупругих элементов (МКФЭ). В работах [1-8] были 
разработаны подходы к реализации устойчивых к неточности исходных дан-
ных методов пьезооптических измерений и обработки результатов, исполь-



зующих МКФЭ.  
 
3 Метод конечных фотоупругих элементов. С точки зрения МКЭ, ме-

тод конечных фотоупругих элементов - новая модификация метода, в кото-
рой элементы обладают не только упругими, но и пьезооптическими свойст-
вами. Непосредственно наработки МКЭ переносить в метод фотоупругости 
нецелесообразно, так как МКЭ в теории упругости твердого деформируемого 
тела развивался для задач с совместными деформациями (выполняются диф-
ференциальные условия совместности деформаций [1, 5]). Главным достоин-
ством метода фотоупругости является его способность определять остаточ-
ные напряжения. Условие совместности деформаций в присутствии остаточ-
ных напряжений не выполняется. В работах [1, 2] описываются основы под-
хода к поляризационно-оптической томографии с использованием метода 
конечных элементов. Подход состоит в учете граничных условий и условий 
равновесия напряжений с помощью метода конечных элементов (МКЭ). Тра-
диционные вариационные постановки МКЭ содержат это условие и в этом 
случае неприменимы. В данной работе использовано условие равенства нулю 
дивергенции:  
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Для любой области внутри тела выполняется соотношение: 
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Разобьем тело на области (конечные элементы) [6]. Для каждого конеч-
ного элемента будет выполняться условие (2). σij в произвольной точке тела 
будет представлено интерполяционной формулой для соответствующего ко-
нечного элемента [6]. 
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где Nℓ – функции формы элемента; l
ijσ  – искомые величины напряжений в 

узлах конечных элементов, m – количество узлов в элементе, ℓ – номер узла в 
элементе. Соотношение (2) тогда будет записано в виде 

∫∫∫∑∑ =
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

= =V j

m

j
ij dV

x
N 0

3

1 1l

ll

∂
∂

σ .                                        (4) 

Узловые напряжения l
ijσ  для всех узлов могут определяться решением 

системы уравнений (4), записанных для всех элементов и уравнений фотоуп-
ругости 
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определенных для направления n
r

 в узле ℓ. Уравнения (6) представляют со-
бой уравнения, связывающие напряжения и измеряемые параметры описан-
ные, например, в [3]. В формуле (6): n

r

δ  – оптическая разность хода; φn – оп-
тический параметр угла изоклины; n

ijA
r

 – коэффициенты, являющиеся функ-
цией пьезооптических коэффициентов, показателя преломления, толщины 
просвечиваемого слоя, ориентации направления просвечивания и ориентации 
системы координат, в которой определяются напряжения. Решением систем 
линейных уравнений (5,6), а так же граничных условий, получены искомые 
узловые напряжения l

ijσ  в этой статье. 
 

4 Эксперимент. Пластина кристалла калий хлор (KCl- кристалл с куби-
ческой симметрией кристаллической решетки) была облучена мощным, про-
мышленным ИК-лазером. Пластина имела размеры 60х60х10 см. Лазерный 
луч мощностью 1 киловатт был направлен в центр пластины перпендикуляр-
но. Лазерный луч был сфокусирован в пятно диаметром 2 мм и действовал 2 
минуты. Вследствие термических перегрузок в пластине возникли остаточ-
ные напряжения. Были произведены пьезооптические измерения и определе-
ны остаточные напряжения. Предварительно плоский кристалл был размечен 
квадратной сеткой, соответствующей конечно-элементному разбиению пла-
стины (рис. 1). Таким образом, разбиение пластины производилось на пря-
моугольные четырехузловые изопараметрические элементы, описанные в [9]. 

 

 
Рисунок 1 – Разбиение квадратной пластины на прямоугольные четырехузловые изо-

параметрические элементы 
 
Измерения производились в местах, соответствующих узлам элементов. 

Таким образом, измерения давали данные для соотношений фотоупругости, 
связывающие напряжения в отдельном узле с пьезооптическими параметра-
ми. Результаты расчетов показаны на рис. 2, 3. 

 



 
Рисунок 2 – Распределение σ11 (кГ/см2) 

 
Рисунок 3 – Распределение σ11 (кГ/см2) 

 
5 Обсуждение результатов. Полученные результаты несколько похожи 

на результаты полученные в [1] методами моделирования. По полученному 
распределению напряжений была построена имитационная модель методами 
находящимися в точном соответствии с методами в [5]. В точном соответст-
вии с [5] были определены погрешности в определении напряжений. В сред-
нем они оказались на уровне 2-7%. Это очень маленькая ошибка. Оценивая 
ее, надо помнить, что она сделана для имитационной модели в которой не 
учитывается некоторая трехмерность в распределении напряжений. 

 
6 Выводы. На основе имитационной модели восстановлен внешний вид 

монокристаллической пластины между скрещенными поляроидами. В [10] 
размещен анимированный вариант внешнего вида монокристаллической пла-
стины, показывающий ее вращение между скрещенными поляроидами. Эта 
анимация практически точно совпадает с видом реального кристалла между 
скрещенными поляроидами, если его поворачивать. Это есть не точный, но 
надежный способ верификации полученного результата. Из всего этого мож-
но сделать вывод, что напряжения определены корректно. 
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