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ВЛИЯНИЕ ПОВРЕЖДАЕМОСТИ МАТЕРИАЛА  
НА АВТОФРЕТИРОВАНИЕ ТОЛСТОСТЕННЫХ ЦИЛИНДРОВ 

 
У статі розглядається задача автофретування товстостінного циліндра в припущені плоскої де-
формації. Представлені співвідношення, які описують пластичну поведінку матеріалу згідно 
інкрементальної теорії пластичності з урахуванням пошкоджуваності матеріалу. Описаний алго-
ритм рішення пружно-пластичної задачі, а також представлені результати рішення задачі авто-
фретування товстостінного циліндра.   

Ключові слова: автофретування, пошкоджуваність матеріалу. 
 

В статье рассматривается задача автофретирования толстостенного цилиндра в условиях пло-
ской деформации. Представлены соотношения, описывающие пластическое поведение материа-
ла согласно инкрементальной теории пластичности с учетом повреждаемости материала. Описан 
алгоритм решения, и приведены результаты для задачи автофретирования стального цилиндра. 

Ключевые слова: автофретирование, повреждаемость материала. 
 

This paper presents autofrettage processes in case of plain strain.  There are produced equation of  elas-
tic-plastic theory in correspondence with Continuum Damage Mechanics. There are described method 
of solving boundary problem and presented result of solving problem of autofrettage thick-walled tubes.  

Keywords: autofrettage, damage of material. 
 

Введение. Применительно к толстостенным цилиндрам процедуру ав-
тофретирования используют для повышения предельно допустимого внут-
реннего давления. Для этого цилиндр нагружают так, чтобы во внутренних 
слоях или по всей толщине цилиндра возникли пластические деформации. 
После снятия нагрузки во внутренних стенках цилиндра появляются остаточ-
ные сжимающие напряжения. Автофретирование является альтернативой 
использования составных цилиндров, собранных с предварительным натя-
гом. 

Остаточные напряжения, которые суммируются с противоположными 
по знаку напряжениями от внутреннего давления, в результате дают меньшее 
значение действующих напряжений. Таким образом, значительно повышает-
ся допускаемое внутреннее давление. 

Фундаментальными работами в области исследования автофретирова-
ния являются работы Ильюшина[1], Огибалова[1], Биргера[2]. 

При разгрузке цилиндра может возникать такое явление как эффект 
Баушингера, который для одноосного напряженного состояния проявляется в 
снижении предела текучести на сжатие, предварительно пластически растя-
нутого образца. В случае сложного напряженного состояния это может про-
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явиться в появлении вторичных пластических деформаций при разгрузке, и 
как следствие к уменьшению благоприятных остаточных напряжений. По-
этому при расчете задач автофретирования необходимо использовать теории 
пластичности позволяющие учесть эффект Баушингера. В статье рассматри-
вается модель пластичности с комбинированным упрочнением. При исполь-
зовании такой модели поверхность пластичности может равномерно расши-
ряться и смещаться, что позволяет учесть эффект Баушингера. Вопрос о 
влияния эффекта Баушингера на процесс автофретирования рассматривается 
в статьях [3,4]. 

Процедура автофретирования приводит к образованию значительных 
пластических деформаций, что может привести к разупрочнению материала 
вследствие появления в нем повреждений. На экспериментальных диаграм-
мах деформирования это проявляется в снижении модуля упругости мате-
риала при разгрузке. Для моделирования таких явлений используется конти-
нуальная механика повреждаемости. Впервые в работах Работнова Ю.Н. [5] 
предложено связать повреждения материала и деградацию свойств упругости 
с параметром повреждаемости, который определяется как отношение общей 
площади сечения материала к площади, эффективно сопротивляющейся на-
грузке. В работе Леметра [6] представлены кинетические законы развития 
для хрупкой повреждаемости, повреждаемости вследствие пластичности, 
ползучести, малоцикловой и многоцикловой усталости. 

 
Формулировка условия пластичности с учетом повреждаемости ма-

териала. В зависимости от принятого закона изменения размеров, формы и 
перемещения поверхности пластичности, можно получать различные теории 
пластичности. Для учета анизотропного характера упрочнения может быть 
применена модель с равномерно расширяющейся и смещающейся поверхно-
стью пластичности. Это равносильно использованию критерия текучести 
Хубера – Мизеса, который выглядит следующим образом [7]: 
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где Sij – компоненты тензора девиатора напряжений; ρij – компоненты тензора 
добавочных напряжений; R – функция изотропного упрочнения; σT – предел 
текучести материала; 

Величина R обычно определяется как функция параметра Удквиста, а 
компоненты тензора ρij, как функции компонент тензора пластических де-
формаций: 

),(∫= p
idR εφ                                                       (2) 
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где p
idε  – интенсивность приращений пластических деформаций, опреде-

ляемая формулой: 
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Функции φ  и g могут быть определены из эксперимента на одноосное 
напряженное состояние. 

Для учета повреждаемости необходимо использовать принцип эквива-
лентных деформаций, согласно которому любое уравнение состояния для 
поврежденного материала может быть заменено на такое же для неповреж-
денного материала, путем введения тензора эффективных напряжений. Эф-
фективный тензор напряжений определяется согласно концепции эффектив-
ных напряжений: 
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где D – скалярный параметр повреждаемости. 
При замене тензора напряжений на эффективный, критерий текучести 

перепишется следующим образом: 
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В условиях активного нагружения должно выполняться следующее ра-
венство: 

.0=f                                                              (7) 
Таким образом, для получения условия пластичности необходимо рас-

смотреть скорость приращения функции текучести: 
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С учетом (2) и (3) приращения Rи ρij будут иметь вид: 
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Для определения приращения параметра повреждаемости необходимо 
рассмотреть кинетический закон развития повреждаемости, который имеет 
вид [6]: 
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где p
iε  – интенсивность пластических деформаций; pD – порог, после которо-



  

го возникают первые повреждения; FD –потенциал повреждаемости. В зави-
симости от выбора этого потенциала можно получать различные модели раз-
вития повреждаемости. 

Частные производные из выражения (8) определяются следующим образом: 
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где A
ijS и A
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Ассоциированный закон течения для выбранной поверхности пластич-
ности имеет вид: 
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Если подставить (9)-(14) в (8), то условие (7) будет иметь вид: 
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С использованием ассоциированного закона течения с учетом (15) могут 
быть получены 6 уравнений связывающих приращения пластических дефор-
маций с приращениями напряжений: 
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или в сокращенном виде: 
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Для записи зависимости между приращениями полных деформаций и 

приращениями напряжений необходимо определить приращение упругих 



  

деформаций. Из закона Гука в прямой форме можно получить зависимости 
между приращениями упругих деформаций и приращениями напряжений: 
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Приращение тензора эффективных напряжений: 
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и после дифференцирования: 
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После замены тензора напряжений на тензор эффективных напряжений, 
уравнения (18) перепишутся в виде: 
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Если подставить кинетический закон развития повреждаемости (11) и 
ассоциированный закон течения (14) в (21), то получится следующее выра-
жение: 
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или в сокращенном виде: 
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Приращение полных деформаций определяется как сумма приращений 
упругих и пластических деформаций: 
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и после суммирования тензоров: 
klijklij B σε =  – в прямой форме, 

klijklij H εσ =  – в обратной форме.                               (25) 
Таким образом, матрица податливости B и матрица жесткости H зави-

сят от текущего напряженного состояния, от упругих характеристик мате-
риала, а также от величин, характеризующих пластическое поведение мате-
риала и развитие повреждаемости.  

 
Вывод разрешающего уравнения для толстостенного цилиндра по-

стоянной толщины. Физические соотношения (25) для осесимметричной 
задачи в полярных координатах можно записать в  виде: 
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θθ εεσ 2221 HH r += ;                                             (26) 



  

Соотношения Коши: 
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Дифференциальные уравнения равновесия: 
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Систему уравнений (26)-(28) можно привести к разрешающему уравне-
нию относительно приращений перемещений: 
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Дифференциальное уравнение второго порядка должно быть дополнено 
граничными условиями на внутреннем и внешнем радиусах: 

Prar −=)(σ ;     0)( =br rσ .                                          (30) 
Относительно приращений перемещений граничные условия запишутся 

в следующем виде: 
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Система (29), (31) формирует  краевую задачу для дифференциального 
уравнения второго порядка с переменными коэффициентами.  

 
Алгоритм решения упругопластической задачи с учетом повреж-

даемости. Для решения задачи используется метод шагов. Задача разбивает-
ся на N шагов по нагрузке. На каждом шаге решается краевая задача (29), 
(31). В результате вычисляются приращения перемещений u . Суммарные 
перемещения на n шаге вычисляются по формуле: nnn uuu += −1 . Таким же 
образом вычисляются компоненты напряжений и деформаций. На каждом 
шаге проверяется условие текучести: f < 0; если неравенство выполняется, то 
пластическая деформация не вычисляется и матрица жесткости H совпадает 
с матрицей упругих коефициентов, если выполняется, то к расчету подклю-
чается матрица податливости pB . Затем, если интенсивность пластических 
деформаций превысила порог повреждаемости, то согласно кинетическому 
закону развития повреждаемости вычисляется приращение повреждаемости. 

 
Метод решения краевой задачи. Для решения дифференциального 

уравнения второго порядка с переменными коэффициентами применен метод 
прогонки. Для этого производные заменены  следующими конечными разно-
стями: 
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где  h – величина шага равномерной сетки.  
Для замены дифференциального оператора в уравнении, использованы 

центральные конечные разности второго порядка точности (32), (33), а для 
краевых условий – левая и правая конечные разности первого порядка точно-
сти (34), (35). 

После подстановки конечных разностей в уравнение, а также в гра-
ничные условия, формируется система линейных алгебраических уравне-
ний [8]: 
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С помощью метода исключения Гаусса выводятся прогоночные коэф-

фициенты: 
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Вычисление коэффициентов α и β описывает прямой ход прогонки. С 
помощью обратного хода прогонки находятся значения искомой функции: 

;111 +++ += iiii uu βα     ;0,1−= Ni     .1+= iNu β                     (38) 
 
Пример решения задачи автофретирования толстостенного цилин-

дра с учетом повреждаемости. В качестве теории пластичности выбрана 
модель с изотропным упрочнением. Параметры для такой модели определе-
ны следующим образом: 
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где ET – модуль упрочнения материала; 
Кинетический закон развития повреждаемости принят в таком виде [6]: 
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Материал цилиндра – нержавеющая сталь AISI 316. Для такого материа-
ла параметры упругости, пластичности и повреждаемости представлены ни-
же. 

Модуль упругости: E = 2 · 1011 Па; коэффициент Пуассона: ν = 0,32; пре-
дел текучести: σT = 260 МПа; модуль упрочнения: ET = 6 · 109 Па; параметр, 
характеризующий рост повреждаемости: S = 7 МПа; порог повреждаемости: 
pD = 0,1. Для цилиндра приняты следующие размеры: внутренний радиус: 
a = 0,03 м, внешний радиус: b = 0,09 м. 

 

 
Рисунок1 – Распределение окружных остаточных напряжений с ростом  

давления автофретирования 
 
На рис. 1 показаны распределения окружных остаточных напряжений 

для различных значений давления автофретирования. При увеличении этого 
давления происходит рост остаточных напряжений до тех пор, пока эффекты 
от повреждаемости материала при значительных пластических деформациях 
не становятся превалирующими. Для определения оптимального давления 
автофретирования, при котором остаточное напряжение на внутреннем ра-
диусе цилиндра имеет наибольшее значение, проведена серия расчетов с раз-
личными величинами давления. 

На рис. 2 показана зависимость остаточных окружных напряжений от 
давления автофретирования. При значении давления P = PD = 477 МПа появ-



  

ляются первые повреждения в материале, а при P = Popt = 551 МПа остаточ-
ные окружные напряжения достигают максимума по абсолютному значению, 
при этом значение повреждаемости на внутреннем радиусе – D = 0,127. Та-
ким образом, давление Popt является оптимальным для процесса автофрети-
рования. Как видно из рис. 3 максимальная повреждаемость развивается на 
внутреннем радиусе в месте максимальных пластических деформаций.  

 

 
Рисунок 2 – Зависимость остаточных окружных напряжений от давления  

автофретирования  
 

 
Рисунок 3 – Развитие параметра повреждаемости с увеличением давления  

автофретирования 
 
Выводы. В статье выполнен анализ  влияния повреждаемости материла на 

эффективность процесса автофретирования. Установлено, что непрерывное уве-
личение давления автофретирования не приводит к росту остаточных напряже-



  

ний. На конкретном примере найдено оптимальное значение давления, при кото-
ром остаточные напряжения достигают максимального значения.  

Разработанный алгоритм решения реализован с помощью программной 
среды Microsoft Visual Studio 2008 и языка программирования Visual С#. 
Приведен пример решения задачи. 
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