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НЕСТАЦИОНАРНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ  
ПЛАСТИНЫ С УПРУГОЙ ПОДПОРКОЙ 
 

Механічна система складається з прямокутної пластини середньої товщини шарнірно-обпертої 
по контуру та зосередженої пружної підпірки. На пластину діє нестаціонарне навантаження, що 
збурює коливання. Розрахунки зводяться до аналізу інтегральних рівнянь Вольтерра I роду, які 
розв’язуються чисельно з використанням метода регуляризації А. М. Тихонова. 

Ключові слова: нестаціонарні коливання, механічна система, інтегральні рівняння, метод 
регуляризації. 

 
Механическая система состоит из прямоугольной пластины средней толщины шарнирно-
опертой по контуру и сосредоточенной упругой подпорки. На пластину воздействует нестацио-
нарное нагружение, вызывающее колебания. Расчеты сводятся к анализу интегральных уравне-
ний Вольтерра I рода, которые решаются численно с использованием метода регуляризации 
А. Н. Тихонова.  

Ключевые слова: нестационарные колебания, механическая система, интегральные урав-
нения, метода регуляризации. 

 
Mechanical system consists of hingedly supported medium-thickness rectangular plate with concen-
trated elastic support. The non-stationary concentrated load, which initiates vibration, is acting on the 
plate. The problem is reduced to the first-kind Volterra integral equations, which are solved numerically 
with using of Tikhonov's regularization method. 

Keywords: non-stationary vibration, mechanical system, integral equations, regularization 
method. 

 
Введение. Одним из способов «смягчения» импульсных и ударных нагру-

зок на пластинчатые элементы конструкций является использование различных 
упругих или вязкоупругих устройств (дополнительный подпорок). Самым про-
стым и дешевым видом дополнительных упругих подпорок являются пружины. 
Схема установки подпорок в виде винтовых пружин легко реализуется на прак-
тике и при известном месте нагружения можно устанавливать дополнительную 
опору непосредственно под местом нагружения, тем самым значительно снижая 
перемещения в защищаемом элементе конструкции.  

Как правило, моделирование наличия дополнительных опор осуществ-
ляется в одно- или многомассовых системах с конечным числом степеней 
свободы. Пластинчатые элементы конструкций, контактирующие с пружи-
нами, зачастую рассматриваются как недеформируемые тела. Чрезвычайно 
актуальна разработка простой и удобной математической модели для пла-
стинчатых элементов конструкции в рамках механики деформируемого твер-
дого тела. 

Отметим, что к настоящему времени хорошо исследованы колебания 
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многопролетных балок с одной или несколькими дополнительными упруги-
ми опорами. Упомянем некоторые работы, связанные с подпорками для уп-
руго деформируемых элементов конструкций в виде балок. Например, в ра-
боте [1] рассмотрены многопролетные балки на упругих опорах при подвиж-
ной нагрузке, задачи решаются с использованием метода Ньютона и итера-
ционных схем для определения прогиба балки с учетом жесткости дополни-
тельных опор. 

В работе [2] представлены решения прямой и обратной задачи для балок 
с дополнительными опорами, причем влияние опор моделируется при помо-
щи неизвестных сосредоточенных сил. 

В настоящей работе рассматриваются нестационарные колебания пря-
моугольной пластины с упругой подпоркой. Для решения задачи удобно ис-
пользовать подход, аналогичный изложенному в [2], который заключается в 
следующем: воздействие дополнительной опоры на пластину моделируется в 
виде неизвестной нестационарной силы, приложенной к пластине в месте 
установки подпорки. Тогда задача сводится к идентификации этой неизвест-
ной нагрузки, которая определяется на базе теории интегральных уравнений 
Вольтерра, что позволяет получить аналитико-численное решение без ис-
пользования итерационных схем. 

 
Постановка задачи. Механическая система состоит из прямоугольной 

упругой изотропной пластины средней толщины шарнирно-опертой по ее 
периметру и сосредоточенной упругой подпорки, контактирующего с пла-
стиной в некоторой точке (рис. 1). Считается, что пружина установлена орто-
гонально срединной плоскости пластины и шарнирно соединена с ее нижней 
лицевой поверхностью, жесткость пружины постоянна, а сила сопротивления 
прямо пропорциональна перемещению: 

),,()( tyxwctR CCC⋅= , 
где c – коэффициент жесткости, Н/м. 

 

 
Рисунок 1 – Схема нагружения 

 



  

На пластину в некоторой точке воздействует поперечная импульсная на-
грузка P(t), вызывающая нестационарные колебания пластины с подпоркой. 
Требуется определить компоненты перемещения во времени точек пластины 
(прогибы и углы поворота нормали). 

При решении задачи предполагалось, что координаты точек приложения 
нагрузки и координаты установки дополнительной опоры произвольны (лю-
бые точки, принадлежащие пластине и не лежащие на ее границе). Также 
считалась известной величина коэффициента жесткости подпорки. 

 
Решение задачи. В рамках теории пластин С. П. Тимошенко система 

дифференциальных уравнений [3], которая с учетом соответствующих на-
чальных и граничных условий определяет решение, описывающее нестацио-
нарные деформационные процессы в пластине с подпоркой, имеет вид: 
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где h – толщина пластины; G' = k'G; k' – коэффициент сдвига; I = h3/12; w – 
прогиб срединной плоскости пластины; ψx, ψy – углы поворота; ρ, E, ν – упру-

гие постоянные материала пластины; t – время, 
)1( 12 2

3

ν−
=

EhD ; 

;
yx

yx
xy ∂

ψ∂
+

∂
ψ∂

=ψ  
yx

yx
xy ∂

ψ∂
−

∂
ψ∂

=ϕ ; 2

2

2

2
2

yx ∂

∂
+

∂

∂
=∇ ; 2

2

2

2
2
1

yx ∂

∂
−

∂

∂
=∇ . Ука-

жем, что P(x, y, t) и R(t) – возмущающая нагрузка (сосредоточенная или рас-
пределенная) и реакция взаимодействия между пластиной и упругой подпор-
кой соответственно. 

Методика решения задач для прямоугольных пластин, на которые воз-
действует система нескольких независимых нестационарных нагрузок, опи-
сана, например, в [4]. В результате решения системы дифференциальных 
уравнений (1) для прогиба пластины получается следующее аналитическое 
выражение: 
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где ( )tyxKi ,,  – соответствующие ядра интегралов Дюамеля (сверток): 
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Аналитические выражения для определения собственных частот имеют 
вид: 
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Проблема заключается в идентификации закона изменения во времени 
неизвестной реакции R(t), для определения которой выражение (2) для точки 
крепления подпорки к пластине ),( CC yx может быть сведено к интегрально-
му уравнению Вольтерра II рода относительно неизвестной R(τ): 
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Решение уравнения (3) осуществляется с использованием метода регу-
ляризации А. Н. Тихонова [5]. В результате решения находится сила взаимо-
действия между подпоркой и пластиной R(t), что позволяет определять ком-
поненты перемещения во времени во всех точках пластины. 

Результаты расчетов. При расчетах срединная плоскость пластины бы-
ла связана с плоскостью xOy декартовой системы координат. Численные рас-
четы производились при следующих значениях: ρ = 7890 кг/м3; ν = 0,3; 
E = 2,07⋅1011 Па; h = 0,04 м; l = 0,6 м, m = 0,4 м. Координаты точки приложе-
ния возмущающей нагрузки: x0 = 0,3 м, y0 = 0,2 м. Координаты точки крепле-
ния упругой подпорки к пластине: xС = 0,3 м, yС = 0,2 м. (Для наглядности 
рассмотрен случай, когда нестационарная сила действует в центре пластины, 
а упругая подпорка установлена в том же месте под пластиной). 

На рис. 2, а показано изменение во времени возмущающей нагрузки 
P(t) (полуволна синусоиды) и определенная в результате решения инте-
грального уравнения реакция между пластиной и подпоркой R(t). На рис. 
2, б показаны графики идентифицированной реакции R(t) при различных 
значениях параметра регуляризации α. При относительно больших значе-
ниях α = 10−17 > αopt полученные кривые не совсем точно описывают зави-
симость R(t) во времени. При уменьшении параметра регуляризации и 



  

приближении его к оптимальным для данного функционала значениям 
α → αopt = 10−21 вид кривых практически не изменяется (они полностью 
совпадают), при уменьшении параметра регуляризации α = 10−25 < αopt 
влияния «сглаживающей» части функционала Тихонова уменьшается, и 
на графике R(t) начинают появляться осцилляции. При дальнейшем 
уменьшении параметра регуляризации αopt >> α → 0 решение интеграль-
ного уравнения перестает быть устойчивым, а график R(t) становится не 
физичным. Заметим, что оптимальные значения параметра регуляризации 
определялись методом невязки [5]. 

 

 
а 

 
б 

Рисунок 2 – Возмущающая нагрузка и реакция упругой подпорки: 
а – изменение во времени P(t) и R(t), б: P(t) при различных значениях α 



  

На рис. 3 приведены кривые изменения прогиба в центре пластины без 
упругой подпорки – кривая 1; кривая 2 демонстрирует влияние самой под-
порки; кривая 3 – суммарная кривая, описывающая прогиб пластины с под-
поркой при нагружении возмущающей нагрузкой.  

 

 
Рисунок 3 – Влияние реакции подпорки на прогиб пластины 

 
На рис. 4, а показано влияние жесткости упругой подпорки на прогиб 

пластины в точке нагружения, а на рис. 4, б показано изменение возму-
щающей нагрузки P(t) – кривая 1 и реакции R(t) между пластиной и пру-
жиной при различных значениях коэффициента жесткости пружины c  – 
кривые 2-6.  

На рис. 4, а кривая 1 показывает изменение прогиба без подпорки (или 
c = 0); при значении коэффициента жесткости 100≤c  Н/м прогибы практиче-
ски не отличаются, при c = 100 Н/м (кривая 2) видно незначительное сниже-
ние амплитуды и отставание по фазе; при c = 1000 Н/м (кривая 3) наблюдает-
ся заметное снижение амплитуды (около 10 %) и запаздывание; при c = 104 
Н/м (кривая 4) происходит «сильное» влияние подпорки на колебания пла-
стины, (графики, приведенные на рис. 2-3 получены при значении коэффици-
ента жесткости c = 104). При дальнейшем повышении жесткости подпорки 
c = 105 Н/м (кривая 5) ее влияние превышает влияние пластины, а уже при 
жесткости c = 106 Н/м (кривая 6) прогиб пластины становится ниже на не-
сколько порядков (подпорка становится «слишком» жесткой), а ее реакция 
практически равна возмущающей нагрузке (кривая 6 на рис. 4, б). 

Укажем, что описанные численные значения справедливы только для 
рассмотренного случая, и в каждом конкретном случае они будут зависеть от 
конкретных геометрических и механических параметров системы, однако 
характер влияния коэффициента жесткости упругой подпорки во всех случа-
ях будет аналогичен описанному. 
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Рисунок 4 – Влияние жесткости упругой подпорки: 
а – изменение прогиба w при различных c; б – изменение реакции R при различных c 

 
Выводы. В настоящей работе описан новый подход, при котором воз-

действие дополнительной опоры на пластину моделируется в виде неизвест-
ной нестационарной силы, определяемой из решения интегрального уравне-
ния Вольтерра. На основе предложенного подхода при моделировании неста-
ционарного деформирования пластинчатых элементов конструкций с допол-
нительными подпорками имеется возможность получать устойчивые анали-
тико-численные решения задач механики деформируемого твердого тела без 
использования итерационных схем. Возможность идентификации реакции 



  

между пластиной и дополнительной подпоркой позволяет облегчить выбор 
жесткости этой подпорки для «смягчения» импульсных и ударных нагрузок в 
конкретных механических системах. 

 
Список литературы: 1. Кохманюк С. С., Филиппов А. П. Колебания многопролетных балок на 
упругих опорах при подвижной нагрузке // Строительная механика и расчет сооружений. – № 6. 
– 1965. 2. Янютін Є. Г., Гнатенко Г. О., Гришакін В. Т. Розв’язання нестаціонарних прямих та 
обернених задач для балок з пружним додатковим спиранням // Львів: Машинознавство. – 2007. 
– № 8. – С. 18-23. 3. Григолюк Э. И., Селезов И. Т. Механика твердых деформируемых тел. Т. 5. 
Неклассические теории колебаний стержней, пластин и оболочек. – М.: ВИНИТИ, 1973. – 272 с. 
4.  Янютин Е. Г., Воропай А. В., Поваляев С. И., Янчевский И. В. Идентификация нагрузок при 
импульсном деформировании тел. Монография в 2-х частях. Часть II. – Х.: Изд-во ХНАДУ, 2010. 
– 212 с. 5. Тихонов А. Н., Гончаровский А. В. и др. Регуляризирующие алгоритмы и априорная 
информация. – М.: Наука, 1983. − 200 с. 

Поступила в редколлегию 20.01.2012 
 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /SyntheticBoldness 1.000000
  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002000d>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002000d>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /GRE <>
    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002000d>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e000d>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /RUS <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


