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АНАЛИЗ СВОБОДНЫХ КРУТИЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЙ  
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НОРМАЛЬНЫХ ФОРМ ШОУ-ПЬЕРА 
 

В статье предложена модификация метода нелинейных нормальных форм Шоу-Пьера для иссле-
дования механических систем с кусочно-линейными упругими характеристиками. Такая моди-
фикация позволяет вдвое снизить размерность системы обыкновенных уравнений, используемой 
для расчета форм, увеличивая таким образом точность и быстродействие метода. Рассмотрены 
механические системы с двумя степенями свободы, которые описывают колебания элементов 
силовой передачи трехцилиндрового транспортного двигателя. 

Ключевые слова: нелинейные нормальные формы, формы Пьера-Шоу, кусочно-линейная 
система, крутильные колебания, свободные колебания, силовая передача. 

 
Введение. Технические системы часто включают в себя элементы, кото-

рые односторонне контактируют между собой. Такие системы моделируют 
разнообразные технологические процессы [1]. Кусочно-линейные системы 
описывают динамику механических систем с зазорами, шлицевыми соедине-
ниями, упругими муфтами, зубчатыми передачами. Такие системы могут со-
вмещать крутильные, продольные и изгибные колебания [2, 3]. Поэтому мно-
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го было предпринято усилий для исследования кусочно-линейных систем [4, 
5]. Нелинейные нормальные формы в кусочно-линейных системах рассмат-
риваются в работах [6, 7]. Общая теория нелинейных нормальных форм Шоу-
Пьера описана в работах [8, 9]. Нелинейные нормальные формы Каудерера-
Розенберга подробно рассмотрены в монографии [10]. Обзор теоретических 
исследований по нелинейным формам представлен в статье [11], а обзор по 
прикладным исследованиям содержится в [12]. 

В этой статье предлагается новый вариант метода нелинейных нормаль-
ных форм Шоу- Пьера для исследования кусочно-линейных систем. Основой 
для разработки этого алгоритма была статья [7]. В результате подхода, пред-
ложенного в настоящей статье, разрешающая система нелинейных алгебраи-
ческих уравнений для определения нелинейной нормальной формы в два раза 
меньше по сравнению с системой, предложенной в [7].  

 
1 Постановка задачи. Рассмотрим механическую систему с конечным 

числом степеней свободы и трилинейной упругой характеристикой: 
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где z – вектор обобщенных координат системы размерности N; 
( );,...,diag 1 NMMM =  h – вектор-столбец размерности N; K1, K2, K3 – матри-

цы размерности N × N; b2, b3 – векторы-столбцы, обеспечивающие непрерыв-
ность трилинейной упругой характеристики; 0,0 32 >Δ<Δ . 

Теперь, следуя [6, 7], перейдем к главным координатам, соответствую-
щим линейному участку системы 32 Δ≤≤Δ zhT . Для этого введем замену 
переменных:  

z = Q η,                                                           (3) 
где Q – матрица собственных векторов матрицы M −1K1. Относительно коор-
динат η система (1) приобретает следующий вид: 

( )ηηη f=Λ+ 1 ,                                                   (4) 

где ( )22
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1 ,...,diag NQKMQ ωω==Λ −−  – диагональная матрица, состоящая из 

квадратов собственных частот. Кусочно-линейная вектор-функция 
( )Nfff ,...,)( 1=η  принимает следующий вид: 
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2 Построение ННФ Шоу-Пьера. Следуя работам [8, 9], введем ведущие 

координаты ( )ii ηη , . Для этих координат воспользуемся следующей заменой 
переменных: 

)(cos)()();(cos)()( ttatttat iii ϕωηϕη −== .                         (6) 
Тогда ведомые координаты выражаются через уравнения, описывающие 

нелинейную нормальную форму: 
( ) ( );,, ϕϕη aPa jj =  

( ) ( ) .,...,1,1,...,1;,, NiijaRa jj +−== ϕϕη                         (7) 
Движения на нелинейной нормальной форме описываются следующей 

динамической системой:  
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Функции Pj(a,φ) из (7) разложим по следующей системе базисных функ-
ций: 
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где ( ) ( ) ( )ϕϕ 1cos,, −= maAaT lml ; ( )aAl , aNl ,...,1=  – система базисных функ-
ций; Cj

(l,m) – неизвестные коэффициенты, подлежащие определению. Под-
черкнем, что в работах [7-9] производилось разложение функции Qj(a,φ) по 
системе ортонормированных функций. В предлагаемом здесь подходе это 
разложение не используется, что сокращает в два раза размерность разре-
шающей системы нелинейных алгебраических уравнений. В этом состоит 
основное преимущество предлагаемого здесь метода.  

Используя соотношения (7,9) и правила дифференцирования, получим: 
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Для определения первых производных, входящих в соотношения (10), 

использовались уравнения (8). Для расчета вторых производных использова-
лись следующие соотношения: 
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Отметим, что частные производные от функции fi из (8) определяются так: 
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Основными неизвестными нелинейной нормальной формы (9) являются 
коэффициенты Cj

(l,m). Для их расчета к динамической системе (4) применим 
метод Галеркина, который выражается так: 
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В уравнения (14) вместо вторых производных вводят соотношения (10, 
11, 12). 

Система (14) представляет собой систему (N – 1) Na Nφ нелинейных алгеб-
раических уравнений относительно (N – 1) Na Nφ коэффициентов Cj

 l,m. Если эти 
коэффициенты рассчитаны, то нелинейная нормальная форма (9) приближенно 
определена. После определения нелинейной нормальной формы исследуется 
динамика на ней. Динамика на форме описывается системой (8). 

Для численного решения полученной системы нелинейных алгебраиче-
ских уравнений применяется метод Ньютона-Рафсона. Интегрирование в (14) 
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осуществляется по области [ ] [ ]πϕ 2;0,;0 0 ∈∈ aa . Область интегрирования 
[ ]0;0 aa∈  разбивается на Ns участков [ ] ;0;,...,1;; 11 ==+ aNjaa sjj  

01 aa
sN =+  На каждом участке строится своя система ортогональных базис-

ных функций al NlA ,...,1, = . Следуя [7-9], на каждом участке воспользуемся 
линейными базисными функциями: 
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3 Численный анализ механических систем с конечным числом сте-

пеней свободы. С помощью нелинейных нормальных форм исследуем кру-
тильные колебания силовых передач двигателей внутреннего сгорания с про-
тивоположно движущимися поршнями. Модели таких систем рассмотрены в 
работах [13-15]. Крутильные колебания опишем системой с кусочно-
линейной упругой характеристикой, представленной на рис. 1. 

 

 
Рисунок 1 – Механическая система 

 
Эта система описывается следующими обыкновенными дифференци-

альными уравнениями: 
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где θ1, θ2 – обобщенные координаты, описывающие колебания двух коленча-
тых валов двигателя; c1 – жесткость зубчатой передачи между коленчатыми 
валами. Билинейная упругая характеристика f(θ2) описывает нелинейную уп-
ругую муфту.  

Численный анализ проводился для следующих значений параметров 
системы: 

;мкН3001 ⋅=c  рад00104,0=Δ ; 2
1 мкг3,0=I ; 2

2 мкг45,0=I .    (17) 
Собственные частоты линейных колебаний системы с малыми амплиту-

дами таковы: срад577,3501=ω ; срад1414,2142=ω . 
Проводились расчеты нелинейной нормальной формы с помощью под-
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хода представленного выше. Результаты расчетов для c2 = 0,5 c1 приводится 
на рис. 2. На рис. 2, а представлена нелинейная нормальная форма в безраз-
мерном пространстве ( )111 ,, θηη . Из этого рисунка следует, что нелинейная 
нормальная форма достаточно близка к плоскости. Напомним, что плоско-
стью является нормальная форма линейной системы. Для исследования отли-
чия нелинейной нормальной формы (рис. 2, а) от плоскости строились линии 
уровня. Они представлены на рис. 2, б. Как видно из этого рисунка, линии 
уровня отличаются от прямых, что свидетельствует о влиянии нелинейности 
на вид нелинейной нормальной формы.  

 

    
а                                                                      б 

Рисунок 2 – Нелинейная нормальная форма для случая c2 = 0,5 c1; а – поверхность в 
пространстве ( )111 ., θηη , б – линии уровня этой поверхности 

 

 
а                                                                      б 

Рисунок 3 – Нелинейная нормальная форма; a – форма представлена в конфигураци-
онном пространстве; б – изменение координаты θ2 с течением времени 

 
Полученная нелинейная нормальная форма перестраивается в конфигу-

рационном пространстве [11] обобщенных координат системы (15). Результа-
ты расчетов представляются сплошной линией на рис. 3, a. Итак, исследуе-
мая нелинейная нормальная форма также является формой Каудерера-
Розенберга, так как ее можно представить в виде однозначной функции 
θ2(θ1). Отметим некоторые свойства нормальной формы Каудерера-Розенбер-
га. Во-первых, эта нормальная форма не проходит через точку θ1 = θ2 = 0. Во-
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вторых, эта нормальная форма удовлетворяет соотношению: 
11 minmax θθ ≠ . Оба эти свойства объясняются несимметричностью били-

нейной упругой характеристики рассматриваемой динамической системы.   
Для подтверждения правильности расчетов нелинейной нормальной 

формы проводилось прямое численное интегрирование системы (15) из на-
чальных условий, принадлежащих нелинейной нормальной форме. Результа-
ты расчетов представлены на рис. 3, a точками. Близость результатов, полу-
ченных различными методами, свидетельствует, что нелинейная нормальная 
форма получена правильно. На рис. 3, б сплошной линией представлены дви-
жения системы θ1(t) на нелинейной нормальной форме, а точками показаны 
результаты прямого численного интегрирования системы (15) из начальных 
условий, соответствующих нелинейной нормальной форме. Колебания, по-
лученные из нелинейной нормальной формы и результаты прямого числен-
ного интегрирования системы (15) близки. 

Как следует из рис. 2, нелинейная нормальная форма билинейной сис-
темы близка к плоскости в пространстве ( )111 ,, θηη . Подчеркнем, что эта не-
линейная нормальная форма значительно больше отклоняется от плоскости, 
если ее изобразить в пространстве ( )111 ,, θηη . Эта поверхность изображена на 
рис. 4, a. На рис. 4, б показаны линии уровня. В этом случае они значительно 
отличаются от прямых. 

 

      
а                                                                      б 

Рисунок 4 – Нелинейная нормальная форма в пространстве ( )111 ,, θηη  
 
Нелинейные нормальные формы рассчитывались для разных значений 

амплитуд колебаний a0. Для каждой амплитуды определялась частота движе-
ний на нелинейной нормальной форме Ω1. Результаты такого расчета пред-
ставлены на скелетной кривой (рис. 5). 

Теперь рассмотрим нелинейные нормальные формы крутильных коле-
баний механической системы (15) с трилинейной упругой характеристикой, 
которая имеет следующий вид: 
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Рисунок 5 – Скелетная кривая колебаний θ1  
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Рисунок 6 – Нелинейная нормальная форма системы с трилинейной  
упругой характеристикой 

 

 
Рисунок 7 – Нелинейная нормальная форма Каудерера-Розенберга 
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Рассмотрим нелинейную нормальную форму системы с нелинейностью 
(18) для параметров (17) при c2 = 0,7 c1. Нелинейная нормальная форма этой 
системы в пространстве ( )211 ,, θηη  представлена на рис. 6, a. На рис. 6, б по-
казаны линии уровня этой поверхности. Полученная нелинейная нормальная 
форма близка к плоскости. На рис. 7 показана эта же нелинейная нормальная 
форма в конфигурационном пространстве (θ1,θ2). Итак, нелинейная нормаль-
ная форма Каудерера-Розенберга θ2(θ1) проходит через начало координат. 
Более того, она является симметричной относительно начала координат. Все 
эти свойства нелинейной нормальной формы являются следствием симмет-
ричности трилинейной упругой характеристики. Для проверки правильности 
расчета нелинейной нормальной формы (рис. 7) проводилось прямое числен-
ное интегрирование системы (15) из начальных условий, которые находятся 
на нелинейной нормальной форме. Результаты прямого численного интегри-
рования представлены точками на рис. 7. Близость результатов, полученных 
двумя методами, свидетельствует о правильности проведенных расчетов. 

 
Выводы. В статье предложен альтернативный работам [6, 8] подход к 

расчету нелинейных нормальных форм Шоу-Пьера в кусочно-линейной сис-
теме. В предлагаемом подходе разрешающая система нелинейных алгебраи-
ческих уравнений в два раза меньше аналогичной системы, рассмотренной в 
статье [7]. 

Показано, что в модальных координатах одного из линейных участков 
нелинейная нормальная форма близка к плоскости. Она может существенно 
отличаться от плоскости, если ее перестроить в пространстве, в которое бу-
дут входить как модальные координаты одного линейного участка, так и 
обобщенные скорости исходной механической системы. 

Из результатов численного интегрирования следует, что нелинейные 
нормальные формы в кусочно-линейных системах могут быть представлены 
в виде модальных линий в конфигурационном пространстве. Эти нелинейные 
нормальные формы являются формами Каудерера-Розенберга.  
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