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КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 
С БАНДАЖОМ ИЗ КОМПОЗИТНОГО МАТЕРИАЛА 
 

Розглянута контактна взаємодія циліндрової оболонки з бандажем із композитного матеріалу у 
рамках класичної теорії тонких оболонок. Вивчена реалізація схем контактної взаємодії залежно 
від геометричних параметрів оболонки та бандажа. 
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Рассмотрено контактное взаимодействие цилиндрической оболочки с бандажом из композитного 
материала в рамках классической теории тонких оболочек. Изучена реализация схем контактно-
го взаимодействия в зависимости от геометрических параметров оболочки и бандажа. 

Ключевые слова: цилиндрическая оболочка, бандаж, композитный материал, контакт. 
 

Contact interaction between a cylinder shell and a band from composite material was considered within 
the classical theory of thin shells. Implementation of contact interaction schemes depending from geo-
metric parameters of band and shell was studied. 

Keywords: cylinder shell, band, composite, contact. 
 
Введение. Анализ работы многих тонкостенных элементов конструкций 

приводит к необходимости решения контактных задач теории оболочек. Та-
ким задачам посвящено множество работ [1-6], в которых рассматриваются 
различные теории моделирования тонкостенных элементов: классическая 
теория, теории типа Тимошенко, теории с учетом поперечного обжатия. Ги-
потезы деформирования, заложенные в основу той или иной теории, сущест-
венно влияют на схемы контактного взаимодействия и на качественный ха-
рактер решений [4]. 

Важным является исследование зависимости конфигурации контакта от 
параметров конструкции и типа используемой теории, поскольку с их изме-
нением, при решении задачи возникает необходимость рассмотрения различ-
ных конфигураций контакта, что существенно усложняет процесс решения. 
Так, в работе [3] такое исследование было выполнено для цилиндрической 
оболочки с жестким бандажом. 

Данная работа посвящена изучению схем контактного взаимодействия 
для цилиндрической оболочки с деформируемым бандажом из композитного 
материала в рамках классической теории тонких оболочек.  

Такое исследование имеет важное практическое значение, поскольку 
бандажирование композитными материалами является одним из современ-
ных способов ремонта магистральных газопроводов. Конфигурация контакта 
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в таких ремонтных соединениях влияет на их эффективность вследствие раз-
личного распределения напряжений, поэтому изучение схем контактного 
взаимодействия для этих соединений представляется необходимым. 

 
1 Постановка задачи. Объектом исследования является бесконечно 

длинная цилиндрическая оболочка, на которую без натяга и зазора установ-
лен бандаж из стеклопластика (рис. 1). Длина бандажа 2L является варьируе-
мой  величиной,  влияющей  на  конфигурацию  контакта.  l –  длина  области  
возможного контакта. Оболочка нагружа-
ется внутренним давлением P. Осевые 
усилия в оболочке и бандаже отсутствуют. 
Трение в области контакта не учитывает-
ся. Бандаж рассматривается как сплошная  
ортотропная цилиндрическая оболочка. 
Предполагается, что поверхности симмет-
рии механических свойств бандажа совпа-
дают с координатными поверхностями 
цилиндрической системы. 

В бандаже из изотропного материала 
возможны следующие три схемы контакт-
ного взаимодействия [5]. 

 

 
Рисунок 1 – Расчетная схема: 

R – радиус срединной поверхности 
оболочки; h – толщина оболочки; 

hb – толщина бандажа 
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Рисунок 2 – Схемы контактного взаимодействия оболочки с бандажом: а – контакт в 
двух точках; б – контакт в трех точках; в – контакт по линии и двум точкам 
 
Целью настоящей работы является анализ условий реализуемости для 

различных схем контакта оболочки с бандажом из  ортотропного материала.  
Для рассматриваемой конструкции необходимо определить критические 
длины бандажа, при которых осуществляется переход от одной схемы кон-
тактного взаимодействия к другой. 

 
2 Уравнения осесимметричной задачи для цилиндрической оболоч-

ки из изотропного и ортотропного материалов. Разрешающее уравнение 
относительно нормального перемещения W для изотропной цилиндрической 
оболочки представлено в следующем виде [1,2]:  
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4 3

4 43
4 22

4 ;     ;     4
12 1

pd W Eh EhW D
dx D R D

+ β = = β =
− μ

,                         (1) 



где D – цилиндрическая жесткость, p3 – нормальное давление. 
Физические зависимости осесимметричной задачи ортотропной цилинд-

рической оболочки имеют вид [7,8]:  
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где N1, N2, M1, M2 – погонные усилия и моменты на координатных площадках 
цилиндрической системы (остальные силовые характеристики в осесиммет-
ричной постановке равны нулю); c11, c12, c22 – компоненты матрицы жестко-
сти для ортотропного материала.  

Геометрические уравнения цилиндрической оболочки приведены ниже [2]. 
2
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Коэффициенты жесткости c11, c12, c22 могут быть представлены через 
технические упругие постоянные [8]:  
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Во многих случаях  осевое усилие N1 является известным, что дает воз-
можность исключить из рассмотрения перемещение U: 
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Уравнение равновесия цилиндрической оболочки имеет следующий вид 
[2]: 

2
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Разрешающее уравнение осесимметричной задачи ортотропной цилинд-
рической оболочки получается после преобразования уравнения равновесия 
(5) с учетом выражений для силовых характеристик N2, M1 (4,2) и последних 
двух равенств системы (3). Ниже записано разрешающее уравнение осесим-
метричной задачи ортотропной цилиндрической оболочки для случая отсут-
ствия осевых усилий N1. 
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3 Выполнение решения и анализ результатов. Для определения кри-

тических длин бандажа, выполнялось варьирование параметра L с последова-
тельным переходом от одной конфигурации контакта к другой. Вычисления 
проводились при следующих фиксированных параметрах расчетной схемы: 
R = 1015 мм; h = 10 мм; hb = 20 мм; P = 6 МПа. Принятые свойства материа-
лов оболочки и бандажа представлены в таблице. 

 



Свойства материалов 
Оболочка (Сталь 09Г2С) Бандаж (стеклопластик) 

E, ГПа 200 E1,  ГПа 18,6 μ12 0,15 G12,  ГПа 4 
μ 0,3 E2,  ГПа 24,6 μ13 0,42 G13,  ГПа 3 

σт, МПа 350 E3,  ГПа 6 μ23 0,18 G23,  ГПа 3 
 
3.1 Схема контакта в двух точках. Расчетная схема оболочки разделя-

лась на два участка: I (0 < x < L) и II (x ≥ L). На каждом участке для оболочки 
и бандажа записывались уравнения относительно прогибов (1), (6), решения 
которых имеют вид [2]: 
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где Wb, WI, WII – прогибы бандажа и оболочки на первом и втором участках. 
Неизвестные константы решения сi определяются из граничных условий 

и условий сопряжения.  
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Рисунок 3 – Зависимости L* от толщины бандажа hb,  

при различных толщинах оболочки h 
 
Решение поставленной задачи проводилось с помощью программы на-

писанной в математическом пакете Maple [8]. При варьировании L, решение 
для первой схемы контакта справедливо до тех пор, пока выполняется усло-
вие того, что в точке x = 0 прогиб бандажа будет больше прогиба оболочки. 
Расчет показал, что для заданных параметров переход к следующей схеме 



контакта осуществляется при L* = 20 мм. Также была выполнена серия расче-
тов, устанавливающая зависимость L* от толщины бандажа для разных тол-
щин оболочки. Графики полученных зависимостей показаны на рис. 3. 

 
3.2 Контакт в трех точках. Система уравнений и вид решения для схе-

мы с контактом в трех точках такие же, как и для  схемы с контактом в двух 
точках. Изменились лишь граничные условия в точке x = 0, где возникло кон-
тактное взаимодействие. 
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Переход к схеме деформирования с контактом по области, происходит, 
когда кривизны оболочки и бандажа в точке x = 0 становятся равными между 
собой. В результате расчета, было установлено, что для принятых параметров 
оболочки и бандажа это происходит при L** = 26 мм. Зависимость L** от тол-
щин бандажа и оболочки представлена серией кривых на рис. 4. 

 

 
Рисунок 4 – Зависимости L** от толщины бандажа hb,  

при различных толщинах оболочки  h 
 
3.3 Схема контакта по линии. Для данной конфигурации контакта рас-

четная схема делится на три участка: I (0 ≤ x ≤ l) – участок контакта оболочки 
и бандажа; II (l < x < L) – участок зазора между оболочкой и бандажом; III 
(x ≥ L) – свободный участок, на котором отсутствует бандаж. 

Система разрешающих уравнений имеет вид: 
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где PK – контактное давление, WI, WII, WIII – прогибы оболочки на первом, 



втором и третьем участке, Wb
I, Wb

II – прогибы бандажа на первом и втором 
участке. Граничные условия и условия сопряжения приведены ниже: 
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Рисунок 5 – Зависимость длины  
бесконтактного участка от L 

 
Система из представленных выше уравнений является нелинейной, так 

как в некоторые уравнения системы нелинейным образом входит неизвестная 
l. Решение нелинейной  системы уравнений проводилось модифицированным 
методом Ньютона [10]. На рис. 5 изображено изменение длины бесконтакт-
ного участка (l<x<L) в зависимости от L. 

 

 
Рисунок 6 – Прогиб оболочки с бандажом 

 

  
Рисунок 7 – Изгибающий момент в оболочке Рисунок 8 – Изгибающий момент  

в бандаже 
 
Как видно из графика, с увеличением длины бандажа бесконтактный 

участок уменьшается. При дальнейшем увеличении L, длина бесконтактного 
участка асимптотически стремится к постоянному значению. На рис. 6-10 



представлены результаты расчета для третьей схемы контакта при длине 
бандажа равной 140 мм. 

 

  
Рисунок 9 – Перерезывающая сила  

в оболочке 
Рисунок10 – Перерезывающая сила  

в бандаже 
 
Выводы. Для цилиндрической оболочки с бандажом из ортотропного 

материала разработана методика определения критической длины бандажа, 
при которой осуществляется переход от одной схемы контактного взаимо-
действия к другой.  Методика реализована программно в математическом 
пакете Maple. В результате численных экспериментов для конкретных пара-
метров соединения определены критические длины бандажа и выполнен ана-
лиз напряженно-деформированного состояния. 

 
Список литературы: 1. Новожилов В.В. Теория тонких оболочек. – Л.: Судпромгиз, 1962. – 432 
с. 2. Колкунов Н.В. Основы расчета упругих оболочек. – М.: Высшая школа, 1963. – 278 с. 
3. Львов Г.И., Ткачук А.Н. О влиянии кинематических гипотез на характер контактного взаимо-
действия цилиндрической оболочки с бандажом // Вестник НТУ «ХПИ». – 2006. – Вып. 32 – С. 
98-104. 4. Блох М.Б. К выбору модели в задачах о контакте тонкостенных тел // Прикладная ме-
ханика. – 1977. – Т. ХIII. Вып. 5. – С. 34-42. 5. Детинко Ф.М., Фастовский В.М. О посадке бан-
дажа на цилиндрическую оболочку // Прикладная механика. –1975. – Т. II, вып. 2. – С. 124-126. 
6. Пелех Б.Л., Сухорольский Н.А. Контактные задачи теории упругих анизотропных оболочек. – 
К.: Наукова думка, 1980. – 216 с. 7. Композиционные материалы. Справочник. Под ред. 
Д.М.Карпиноса. – К.: Наукова думка, 1985. – 592 с. 8. Амбарцумян С.А. Общая теория анизо-
тропных оболочек. – М.: Наука, 1974. – 446 с. 9. Матросов А.В. Решение задач высшей матема-
тики и механики в Maple6. – Спб.: BHV, 2001. – 528 с. 10. Туркач Л.И. Основы численных мето-
дов. – М.: Наука, 1987. – 320 с. 

Поступила в редколлегию 19.10.2012 
 
 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /SyntheticBoldness 1.000000
  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002000d>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002000d>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /GRE <>
    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002000d>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e000d>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /RUS <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice




