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Степеневі алгоритми визначення кватерніонів орієнтації та їх інтерполяційні моди-

фікації / Ю. А. Плаксій // Вісник НТУ «ХПІ». Серія: Динаміка і міцність машин. – Х.: НТУ 
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На основі розкладення частинного розв’язку кінематичного рівняння в кватерніонах в ряд по 
степенях позірних поворотів отримані степеневі алгоритми визначення орієнтації та їх інтерпо-
ляційні модифікації. Показано, що врахування динаміки обертання твердого тіла в алгоритмах 
приводить до підвищення точності визначення орієнтації.  

Ключові слова: кватерніон, орієнтація, безплатформена інерціальна навігаційна система 
 

The orientation algorithms , bazed on the  decomposition of the particular solution of the quaternion 
kinematic equation  in the degree series of seeming turns, and their interpolation modifications are 
received.  It is shown that the considering of  a rigid body dynamics in algorithms gives orientation 
definitions to accuracy increase. 
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА КАРУНЕНА-ЛОЭВА ДЛЯ ИЗВЛЕЧЕНИЯ 
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ГЕОМЕТРИЧЕСКИ НЕЛИНЕЙНОМ ДЕФОРМИРОВАНИИ 
 

Применен метод Карунена-Лоева к исследованию колебаний арочных конструкций при их нели-
нейном деформировании. 
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1 Введение. Пологие конструкции используются в различных отраслях 

техники. Например, они применяются в электромеханическом оборудовании 
для переключения режимов работы оборудования. Арочные конструкции 
используются для изоляции и гашения колебаний [1, 2].  

Метод ортогональной декомпозиции был разработан независимо в раз-
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личных областях науки. В механики жидкостей этот метод был предложен 
Каруненом и Лоэве. Они его предложили, опираясь на работу Ламли [3]. Ба-
зисные функции, которые определяются вследствие его применения, в раз-
ных источниках называются: эмпирические собственные функции, эмпири-
ческие базисные функции и эмпирические нормальные функции [4]. Деком-
позиции Карунена-Лоэве широко применятся в механике жидкости [5-7]. Для 
исследования нелинейной динамики конструкций этот метод применялся в 
работах Вакакиса с соавторами [8, 9].   

В данной работе моды Карунена-Лоэве (К-Л) извлекаются из моделиро-
вания геометрически нелинейного деформирования арочных конструкций, 
которые описываются интегро-дифференциальным уравнением в частных 
производных. Метод сеток применяется для приведения уравнений в частных 
производных к нелинейной динамической системе с конечным числом степе-
ней свободы большой размерности. Результаты прямого численного интегри-
рования этой системы являются основой для применения метода Карунена-
Лоэве. 

 
2 Декомпозиция Карунена-Лоева. К-Л декомпозиция позволяет из не-

которого динамического поля u(x,t) определить систему базисных функций, 
которая используется для получения из системы уравнений в частных произ-
водных, описывающих это поле, нелинейную динамическую систему с ко-
нечным числом степеней свободы. Отметим, что динамическое поле конст-
рукции u(x,t) определено в пространственной области Ω. Разложим, это поле 
u(x,t) на среднее uxu =)(  и переменное по времени v(x,t) так: 

),()(),( txvxutxu += .                                              (1) 
Из представленного ниже анализа следует, что поля u(x,t), v(x,t) задают-

ся в виде сеточной пространственно – временной функции. Функцию v(x,t) 
представим в виде временного ряда { } Nnxvn ,...2,1;)( = . Отметим, что каждая 
функция vn(x) зависит от пространственной координаты. Будем искать функ-
цию φ(x), которая наилучшим образом описывает все временные реализации 
vn(x). Эта задача может быть сформулировано так: 
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Данная минимизация проводится поточено для различных значений x . 
В дальнейшем будет показано, что (2) сводится к проблеме собственных зна-
чений. Потребуем, чтобы функция φ(x) удовлетворяла следующему условию 
нормировки: 

1)(2 =∫
Ω

dxxϕ .                                                     (3) 

В работе [4, 5] показано, что минимизация функционала (2) сводится к 
максимизации скалярного произведения: 
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( ) ( )∫
Ω

Ω= .)(, dxxvv nn ϕϕ                                            (4) 

Задачу представим в виде максимизации среднего значения, которое за-
пишем так: 
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В дальнейшем максимизируем 
2

, nvϕ . Эту задачу можно записать так:  
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Числитель, входящий в функционал (5), представим так: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) .'''''', 2 ∫∫∫
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Введем функцию 
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и линейный оператор R от этой функции: 
'))(',()( dxxxKR ∫

Ω

⋅≡⋅ .                                               (8) 

Тогда выполняется следующее соотношение: 
( ) ),(}}{{, 2 ϕϕϕϕϕ RdxRvn == ∫

Ω

.                                  (9) 

Тогда задачу максимизации можно представить в виде операторной про-
блемы собственных значений: 

λϕϕ =R .                                                     (10) 
В дальнейшем, воспользуемся методом, предложенным в [10]. Функцию 

φ(x) разложим по временным реализациям: 
∑=

k
kk xvx )()( αϕ .                                            (11) 

Тогда проблема собственных значений представляется в матричном ви-
де так: 

}{}]{[ αλα =C ,                                                (12) 
где { } [ ],..., 21 ααα = ; элементы матрицы [C] определяются так: 

∫
Ω

= ')'()(1 dxxvxv
N

C knnk . 

Отметим, что матрица [C] является симметричной и положительно оп-
ределенной. Собственные значения (12) расположим в порядке убывания так: 

Nλλλ >>> ...21 . Первые p доминирующие собственные моды К-Л выбира-
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ются из условия: 
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3 Уравнения колебаний пологой арки. Колебания арки с амплитуда-

ми, соизмеримыми с ее толщиной, опишем следующим уравнением в част-
ных производных: 
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где y0(x) – начальные несовершенства арки; y(x,t) – прогиб арки; EI – изгиб-
ная жесткость арки; A – площадь поперечного сечения арки; ρA – масса еди-
ницы длины арки; L – длина арки. Величина  
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описывает цепные усилия, возникающие в арке; ρAytt – инерционная сила 
единицы длины. При умеренных амплитудах величины цепных усилий явля-
ются значительными. Начальные несовершенства арки представим так: 

)sin(10 Lxy πλ= .                                               (15) 
 

 
Рисунок 1 – Эскиз арки 

 
Введем следующие безразмерные переменные: 
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Тогда уравнения движения арки в безразмерных переменных примут 
следующий вид: 
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Для дискретизации уравнения (17) применяется метод конечных разно-

стей. Использовались следующие соотношения: 
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Тогда уравнение в частных производных (14) преобразуется к следую-

щей системе нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений: 
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Так как рассматриваемая арка является шарнирно-опертой, то гранич-
ные условия представим так: 
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Начальные условия для динамической системы (18) выбирались сле-

дующими: 
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4 Численные исследования. Для исследования динамики арки, система 

(18) интегрировалась численно методом Мерсона при различном числе точек 
дискретизации арки M. Число M варьировалось от 30 до 100. Каждый шаг 
численного интегрирования давал новую функцию временного ряда vn(x);   
n = 1,…,N. Число N членов временного ряда выбирались равным 400. Эти 
временные реализации использовались для расчета матрицы [C]. Рассчиты-
вались собственные значения матрицы [C] на основании соотношений (12).  

 
Таблица – Результаты расчета собственных значений 

 λi  
1 0,3488 
2 0,0078 
3 8,64E-17 

 
Отметим, что для различного числа точек дискретизации арки M собст-

венные значения арки λi являются близкими. Результаты расчета собственных 
значений приведены в таблице. Отметим, что величина собственного значе-
ния выше третьего чрезвычайно мала. Она имеет порядок 10−17. Теперь ис-
пользуя условия (13), определим число доминирующих собственных мод p. 
Из анализа собственных значений следует, что это число p = 2. По результа-
там расчета собственных векторов, сформированы собственные моды коле-
баний φi(x). К.-Л. моды колебаний для различного числа точек дискретизации 
арки M чрезвычайно близки. Первые две моды колебаний К-Л приведены на 
рис. 2.  

 

  
a                                                                  б 

Рисунок 2 – Карунена-Лоэве моды колебаний: а – первая мода, б – вторая мода 
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Выводы. В статье рассмотрен случай, когда амплитуды колебаний по-
логой арки малы и система не прощелкивает между тремя состояниями рав-
новесия. Поэтому моды колебаний получились близкими к первым двум мо-
дам собственных колебаний шарнирно- опертой балки. Мода колебаний (см. 
рис. 2, а) близка к моде ( )Lxπ2sin , а мода (см. рис. 2, б) чрезвычайно близка 
к ( )Lxπsin . По-видимому, в движение прощелкивания могут быть вовлечены 
более высокие моды колебаний Карунена-Лоэве. Это будет исследовано в 
последующих статьях авторов. 
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Застосовано метод Карунена-Лоева до дослідження коливань арочних конструкцій при їх нелі-
нійному деформуванні. 

Ключові слова: метод Карунена-Лоева, коливання, арочні конструкції. 
 

The Karhunen-Loeve method is applied to study an arched constructions fluctuations subject to geomet-
rically nonlinear deformation. 
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