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ВЕКТОРНО-МАТРИЧНІ РІВНЯННЯ ДИНАМІКИ ДИСКРЕТНИХ НЕГОЛОНОМНИХ 
МЕХАНІЧНИХ СИСТЕМ У ПСЕВДОКООРДИНАТАХ І КВАТЕРНІОНАХ 
 
Стаття розглядає актуальні питання моделювання динаміки неголономних механічних систем, які широко застосовуються в 

сучасній робототехніці. Актуальність цієї теми зумовлена швидким розвитком складних робототехнічних пристроїв, таких як 
сферичні роботи та мобільні роботи на колесах, які зазвичай містять неголономні обмеження типу кочення без ковзання. Традиційні 
методи на основі узагальнених координат зазвичай призводять до громіздких рівнянь, які ускладнюють автоматизацію обчислень та 
аналіз керування механічних систем. У статті запропоновано більш ефективний підхід, який полягає у використанні 
псевдокоординат та псевдошвидкостей та кватерніонів. Даний підхід значно спрощує опис динамічних характеристик систем, 
зменшує порядок рівнянь і базується на аналітичній комп'ютерній реалізації. Запропоновано двоетапний алгоритм: спочатку 
будуються рівняння руху для голономної системи на основі векторно-матричній форми принципу д'Аламбера-Лагранжа, а потім 
виконується їх приведення до псевдокоординат за допомогою спеціальної матриці похідних залежних узагальнених швидкостей за 
псевдошвидкостями, що отримується комп’ютерним аналітичним диференціюванням рівнянь неголономних в’язей. Такий спосіб 
дозволяє автоматично отримати рівняння мінімальної розмірності та привести їх до нормальної форми Коші, яка є зручною для 
чисельного інтегрування. Для тестування запропонованого алгоритму було використано спеціальну систему комп'ютерної алгебри 
КіДиМ, яка призначена для кінематичних і динамічних розрахунків складних механічних систем. Було продемонстровано 
ефективність підходу на класичному прикладі кочення кулі в сферичні поверхні, де неголономні обмеження природно враховуються 
через псевдошвидкості. Для наочного представлення результатів розрахунків було використано кватерніон орієнтації кулі і на його 
підставі розраховано кути Крилова за оригінальною методикою. Було обґрунтовано, що застосування псевдокоординат і 
псевдошвидкостей дозволяє отримати суттєво більш прості динамічні рівняння, а використання кватерніону знімає проблеми 
вироджуваності обернених кінематичних рівнянь. Це відкриває нові можливості для моделювання та керування сучасними 
робототехнічними пристроями.  
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Vector-matrix equations of dynamics of discrete non-holonomic mechanical systems in QUASI-
coordinates and quaternions 
 
The article discusses topical issues of modelling the dynamics of non-holonomic mechanical systems, which are widely used in modern 

robotics. The relevance of the topic is driven by the rapid advancement of complex robotic devices, such as spherical robots and wheeled 
mobile robots, which typically contain non-holonomic constraints like rolling without slipping. Traditional methods based on generalized 
coordinates usually result in cumbersome equations that complicate the automation of calculations and the analysis of mechanical system 
control. The article proposes a more efficient method based on the use of quasi-coordinates, quasi-velocities, and quaternions. This approach 
significantly simplifies the description of system dynamics, reduces the order of the equations, and is based on analytical and computer 
implementation. A two-stage algorithm is proposed: first, equations of motion for a holonomic system are derived in vector-matrix form using 
the d'Alembert-Lagrange principle; and then, these equations are transformed to quasi-coordinates employing a special matrix of partial 
derivatives of dependent generalized velocities with respect to quasi-velocities, computed via symbolic differentiation of the non-holonomic 
constraint equations. This method allows one to automatically obtain equations of minimum dimension and reduce them to Cauchy normal 
form, which is convenient for numerical integration. To test the proposed algorithm, a special computer algebra system, KiDyM, was used, 
which is designed for kinematic and dynamic calculations of complex mechanical systems. The effectiveness of the method was illustrated 
through the classical example of a sphere rolling inside a spherical surface, where non-holonomic constraints are naturally taken into account 
through quasi-velocities. For visual representation of the calculation results, the quaternion orientation of the ball was used, and based on it, 
the Krylov angles were calculated using the original method. It was shown that the use of quasi-coordinates and quasi-velocities allows for 
significantly simpler dynamic equations, and the use of quaternions avoids singularities of inverse kinematic equations. This opens up new 
possibilities for modelling and controlling modern robotic devices. 
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