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МАТЕМАТИЧНЕ ТА РОЗРАХУНКОВЕ МОДЕЛЮВАННЯ РОЗПОВСЮДЖЕННЯ 
ЕЛЕКТРОМАГНІТНОГО ПОЛЯ ТА МАГНІТО-ПРУЖНО-ПЛАСТИЧНОГО ДЕФОРМУВАННЯ 
ТЕХНОЛОГІЧНИХ СИСТЕМ. ОГЛЯД 

У статті розглянуто стан проблеми стосовно математичного та розрахункового моделювання процесів розповсюдження електромагнітного 
поля та викликаного їм деформування технологічних систем. Електромагнітне поле є невід’ємним чинником функціонування різноманітних 
технічних і технологічних систем. Дія електромагнітного поля на тіла та середовища відрізняється в залежності від їх властивостей. У разі 
дії на електропровідні тіла і середовища основну роль відіграє силовий вплив (завдяки виникаючим електромагнітним силам) та вплив на 
зміну температури (завдяки виникаючим розповсюдженими джерелам тепловиділення згідно до закону Джоуля-Ленца). Силовий вплив 
електромагнітного поля використовується у величезній кількості технологічних процесів. Можна відзначити процеси геологічної розвідки 
(завдяки імпульсам електромагнітного поля), металургійні процеси (тут електромагнітне поле застосовується, наприклад, для 
перемішування розплавів), обробні процеси. Великий клас обробних технологічних операцій, який має загальну назву електромагнітна 
обробка матеріалів, використовує електромагнітні сили для незворотної формозміни заготовок завдяки виникненню зон пластичних 
деформацій. У даному випадку силовій дії піддається як заготовка так і джерело електромагнітного поля – індуктор (соленоїд). При розробці 
технологічних операцій магнітно-імпульсної обробки вельми необхідно забезпечити як потрібний ступінь деформування заготовки так і 
працездатність індуктора, яка визначається його міцністю. Ці потреби викликають необхідність проведення математичного та 
розрахункового моделювання, що дозволяє визначити раціональні кількісні значення конструкційних та експлуатаційних параметрів. 
Подібне моделювання повинно гуртуватись на відповідних теоретичних моделях стосовно розповсюдження електромагнітного поля та 
викликаного ним пружно-пластичного деформування. У випадку розгляду технологічних систем електромагнітної обробки для опису 
розповсюдження електромагнітного поля припустимим є використання макроскопічного підходу, а опис процесів деформування може 
базуватись на принципах теорії електро-магніто-пружності. Сучасний підхід до математичного моделювання та розрахункового аналізу у 
системах електромагнітної обробки потребує використання чисельних  методів, найбільш вживаним з  яких є метод скінченних елементів 
завдяки своїй універсальності. Метод скінченних елементах у даному випадку дозволяє моделювати практично реальну геометрію системи 
та враховувати більшість конструкційних та експлуатаційних особливостей, пов’язаних із властивостями матеріалів, умовами контактної 
взаємодії тощо. 

Ключові слова: математичне моделювання, розрахунковий аналіз, електромагнітне поле, електромагнітна обробка, електро-магніто-
пружність, метод скінченних елементів.  
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MATHEMATICAL AND COMPUTATIONAL MODELING OF ELECTROMAGNETIC FIELD 
PROPAGATION AND MAGNETIC-ELASTIC-PLASTIC DEFORMATION OF TECHNOLOGICAL 
SYSTEMS. A REVIEW 

The article considers the state of the problem in relation to mathematical and computational modeling of the processes of electromagnetic field 
propagation and the deformation of technological systems caused by it. The electromagnetic field is an integral factor in the functioning of various 
technical and technological systems. The effect of the electromagnetic field on bodies and continuum differs depending on their properties. In the case 
of action on electrically conductive bodies and continuum, the main role is played by the force effect (due to the emerging electromagnetic forces) and 
the effect on temperature changes (due to the emerging common sources of heat dissipation according to the Joule-Lenz law). The force effect of the 
electromagnetic field is used in a huge number of technological processes. It is possible to note the processes of geological exploration (due to the 
pulses of the electromagnetic field), metallurgical processes (here the electromagnetic field is used, for example, for mixing melts), processing 
processes. A large class of machining technological operations, which has the general name electromagnetic forming, uses electromagnetic forces for 
irreversible shape change of workpieces due to the occurrence of zones of plastic deformation. In this case, both the workpiece and the source of the 
electromagnetic field - the inductor (solenoid) - are subjected to force action. When developing technological operations for electromagnetic forming, 
it is very necessary to ensure both the required degree of deformation of the workpiece and the performance of the inductor, which is determined by its 
strength. These needs necessitate mathematical and computational modeling, which allows you to determine rational quantitative values of design and 
operational parameters. Such modeling should be based on the relevant theoretical models regarding the propagation of the electromagnetic field and 
the elastic-plastic deformation caused by it. In the case of considering technological systems of electromagnetic forming, it is permissible to use a 
macroscopic approach to describe the propagation of the electromagnetic field, and the description of deformation processes can be based on the 
principles of the theory of electro-magneto-elasticity. The modern approach to mathematical modeling and computational analysis in electromagnetic 
forming systems requires the use of numerical methods, the most widely used of which is the finite element method due to its versatility. The finite 
element method in this case allows you to simulate the almost real geometry of the system and take into account most of the design and operational 
features associated with the properties of materials, contact interaction conditions, etc. 

Keywords: mathematical modeling, computational analysis, electromagnetic field, electromagnetic forming, electro-magneto-elasticity, finite 
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Вступ. Використання електромагнітного поля у 
техніці та технологіях. Електромагнітне поле (ЕМП) є 
невід’ємним чинником функціонування різноманітних 
технічних і технологічних систем. ЕМП впливає на 
функціонування, наприклад, різноманітних систем  
генерації, перетворення та передачі електричної енергії: 
генераторів, трансформаторів, приладів бездротового 
заряджання тощо [1-7]. Енергія ЕМП використовується 

у різноманітних приладах, пов’язаних із геологічною 
розвідкою [8;9]. Високоінтенсивні ЕМП фіксуються при 
використанні систем нетрадиційної електроенергетики, 
наприклад таких, що використовують термоядерний 
синтез [10;11]. 

Вплив ЕМП на елементи технічних та 
технологічних систем є найрізноманітнішим, у 
випадку електропровідних матеріалів найбільш 
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відчутним стає силовий вплив (за рахунок виникнення 
електромагнітних сил [12;13]) і тепловий вплив (за 
рахунок виникнення у об’ємі електропровідного тіла 
розподілених джерел тепловиділення відповідно до 
закону Джоуля-Ленца [14]). Саме ці вказані 
властивості взаємодії ЕМП із електропровідними 
тілами є найбільш вживаними з точки зору 
застосування ЕМП у техніці та технологічних 
процесах.   

Тепловиділення, яке відбувається при протіканні 
електричного струму у електропровідних тілах 
знайшло своє застосування у класі технологічних 
операцій, що можуть бути згруповані під загальною 
назвою «індукційний нагрів» [15-20]. Індукційний 
нагрів застосовується для досягнення 
найрізноманітніших технологічних результатів. Це 
може бути нагрівання з. метою подальшого 
незворотного деформування, нагрівання з метою 
зняття залишкових напружень, нагрівання для 
подальшого якісного з’єднання (роз’єднання) різьб, 
підвищення температури до межі плавлення із 
подальшим з’єднанням («електромагнітне 
зварювання» [16]) тощо. Сучасні напрями розвитку 
технологій індукційного нагріву стосуються також 
полімерів та полімерних розчинів [17;19].  

Окремий напрямок застосування ЕМП для 
нагріву розплавленого металу використовується у 
сучасній металургії [21-23]. Тут ЕМП можуть 
застосовуватись як для нагріву (підтримки 
температури) розплаву до необхідних значень, для 
керування процесом течії розплаву, для сепарації 
домішок, для оптимізації розмірів та форми кристалів. 

Що стосується силового впливу ЕМП на 
електропровідні тіла, то він досягається при наявності, 
так званих, «сильних» ЕМП із напруженостями 
магнітного поля порядку 106 – 107 А/м. Основи 
використання сильних ЕМП у техніці викладені у 
класичній фундаментальній роботі Ф. Херлаха [24]. 

Сучасний спектр застосувань силового впливу 
ЕМП у техніці є надзвичайно широким. Наприклад, це 
напрям створення і використання магнітних 
підшипників (підвісів) [25;26]. Застосування 
магнітних підшипників роторів машин різноманітного 
призначення має низку переваг перед використанням 
традиційних підшипників, головне з яких полягає у 
зменшенні зношування. 

Велика кількість технологічних операцій, що 
використовує силову складову впливу ЕМП на 
електропровідні тіла згуртована під загальною назвою 
«Електромагнітна обробка матеріалів» або «Магнітно-
імпульсна обробка матеріалів» (у англомовній 
науковій літературі застосовується термін 
«Electromagnetic forming»). Спрощено, 
електромагнітна обробка матеріалів (ЕОМ) полягає в 
тому, що необхідно створити ЕМП з енергією, яка 
призведе до виникнення таких електромагнітних сил, 
які, в свою чергу, призведуть до незворотної 
(пластичної) формозміни заготовки. Перші розробки у 
галузі ЕОМ з’явились ще у 50-х роках 20-го сторіччя і 
з тих пір технологічні процеси ЕОМ невпинно 

розвиваються та застосовуються до різноманітних 
галузей машинобудування та матеріалознавства.  

Перші фундаментальні відомості про 
технологічні операції ЕОМ викладені у класичній 
праці І. В. Білого, С. М. Фертіка, Л. Т. Хименка [27]. 
Розвиток методів ЕОМ представлено у роботі [28]. 
Слід відзначити, що попередні роки розвитку методи 
ЕОМ пройшли значну еволюцію. Якщо початкові 
методи переважним чином застосовувались до 
масивних заготовок. Оскільки «магнітний» тиск на 
заготовку є пропорційним різниці квадратів 
напруженості магнітного поля на поверхнях заготовки 
[27], то при значній її товщині силовий вплив буде 
максимальним. Із розвитком обладнання, що 
використовується для генерації ЕМП, можливим стало 
ефективне застосування ЕОМ й до обробки тонких 
заготовок, тут максимального силового ефекту 
можливо досягти за варіювання частотою струму у 
імпульсі поля, що дозволяє «зосереджувати» наведене 
ЕМП біля однієї поверхні заготовки. 

Сучасні тенденції розвитку та існуючи технології 
ЕОМ достатньо повно висвітлені у оглядових роботах 
[29-32] та статтях [33-37]. Спираючись на інформацію, 
представлену у цих статтях, можна зробити висновки, 
що сучасні методи ЕОМ застосовуються до обробки 
різноманітних елементів конструкцій та деталей 
машин. Мова йде про товстостінні й тонкостінні 
елементи конструкцій: листові, трубчасті, коробчасті 
й інші, довгомірні й маломірні. ЕОМ застосовується 
до обробки як традиційних, так й порошкових 
матеріалів. ЕОМ використовується у автомобільній, 
авіаційній, енергетичній, радіотехнічній, 
електротехнічній, хіміко-технологічній та інших 
виробничих галузях.  

Застосування ЕОМ надає багато переваг перед 
традиційними методами силової обробки матеріалів. 
Перш за все слід відзначити, що силовий вплив на 
заготовку в даному випадку передається 
безконтактним шляхом, що дає змогу не погіршувати 
якість вже обробленої поверхні (важливо для 
автомобільної галузі). Також в даному випадку до 
мінімуму зводиться можливість забруднення поверхні 
заготовки небажаними домішками (важливо при 
виготовленні виробів для хімічної техніки та медичної 
техніки). Ще одною перевагою при застосуванні 
процесів ЕОМ є можливість керуванням просторово-
часовою конфігурацією електромагнітних сил, 
шляхом відповідної корекції параметрів ЕМП 
джерела. 

Що стосується досліджень вітчизняних вчених, 
то тут можна відзначити роботи Ю.В. Батигіна, його 
колег та учнів [38-45]. У цих роботах вперше 
теоретично обґрунтовані засади для створення нових 
технологічних систем ЕОМ, призначених для 
рихтування вм’ятин на корпусних елементах 
транспортних засобів шляхом їх притягнення до 
інструменту. Цей напрям є новим в цілому для галузі 
ЕОМ, запропоновані рішення дозволяють проводити 
формозміну тонких заготовок за допомогою плоских 
індукторів. 
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При розробці нових технологічних операцій 
ЕОМ та вдосконалені вже існуючих основними 
елементами, що беруться до уваги є заготовка та 
джерело ЕМП – індуктор (соленоїд). Представлені у 
відкритих джерелах дані дозволяють зробити 
висновок, що при застосуванні ЕОМ силовому впливу 
піддається не лише заготовка, а й джерело ЕМП – 
індуктор (соленоїд). Рівні електромагнітних сил 
можуть бути настільки великим, що призведуть до 
руйнування або незворотної формозміни індуктора, 
що не є припустимим. Зрозуміло, що технологічна 
операція може вважатись успішною, якщо заготовка 
приймає необхідну форму і, при цьому, індуктор 
залишається працездатним. Досягти умов, за яких 
технологічна операція буде успішною можна шляхом 
моделювання, причому, найбільш ефективним є 
поєднання математичного і розрахункового 
моделювання із подальшими натурними 
експериментами. Розрахункові дослідження 
дозволяють шляхом аналізу певних кількісних 
характеристик визначати раціональні значення 
ключових конструкційних та експлуатаційних 
параметрів. У випадку досліджень технологічних 
систем ЕОМ обов’язковим для моделювання та 
розрахункового аналізу є як задача розповсюдження 
ЕМП так і викликані задачі деформування (й, 
можливо, розповсюдження температурного поля). 
Подібний підхід є характерним й для інших технічних 
та технологічних систем, підданих дії ЕМП. 

Математичні моделі та теорії розповсюдження 
електромагнітного поля та його впливу на 
електропровідні тіла. Розробка нових технологічних 
систем та вдосконалення вже існуючих, які піддані дії 
ЕМП, робить необхідним розробку уточнених 
математичних моделей та методів розрахунку 
кількісних характеристик ЕМП та електромагнітних 
сил, які діють на електропровідні тіла, ці методи 
мають бути орієнтованими на певний клас 
технологічних задач, для того, щоб знаходити 
раціональні параметри поля та режими його 
ефективної дії.  

Аналізу  електромагнітних процесів у 
електропровідних середовищах присвячено велику 
кількість робіт вітчизняних та закордонних вчених. 
Можна стверджувати, що основи закладено у 
фундаментальній роботі Дж. Максвела [46], також тут 
можна відзначити роботи  В. І. Партона, 
Б. О. Кудрявцева, Я. С. Підстригача, Я. Й. Бурака, А. 
Кравчука, Ж. Можана  та інших [48-52].  

Необхідність проведення відповідних 
розрахунків при проектуванні елементів нової 
техніки, яка піддані дії ЕМП викликали створення і 
розвинення спеціальних теорій, які описують ті чи 
інші конкретні прояви, серед яких можна 
відокремити: 

– теорії п'єзоелектрики (п'єзомагнетизму і 
п'єзонапівпровідності) тіл завдяки широкому 
використанню електромеханічних перетворювачів 
енергії, зокрема, для контролю коливань елементів 
конструкцій [48;53-56]; 

– теорії магнітопружності, яка досліджує 
механічну поведінку електропровідного тіла в 
сильному магнітному полі [48;49]; 

– теорії поширення хвиль в деформівному тілі з 
урахуванням зв'язку між механічними і 
електромагнітними полями (для проблем геофізики і 
сейсмології, для розвитку неруйнівних методів 
контролю та інш.) [56-59]; 

– теорії індукційного нагріву тіл, за допомогою 
зовнішнього ЕМП високої та ультрависокої частоти 
[15]. 

Розвиток подібних теорій,  потребував створення 
спеціальних моделей механіки зв'язаних полів. 
Теоретичну основу моделей механіки суцільного 
середовища, що враховують взаємодію полів різної 
фізичної природи (у тому числі й ЕМП) закладено у 
роботах вітчизняних та закордонних вчених: 
Я. С. Підстригача, Я. Й. Бурака, А. Ерингена, 
Л. І. Сєдова, Ж. Можана, К. Трасдела, Р. Тоупіна, 
К. Хаттера, А. Ван дер Вена, Л. Чу, Й. Пао та інших.  

В рамках цих моделей [51-56], зовнішнє ЕМП 
впливає на термомеханічний стан електропровідного 
тіла, для опису чого в рівняннях руху враховуються 
складові, які відповідають електромагнітним силам, а 
в рівняннях теплопровідності з’являються джерела 
тепловиділення.  

Розповсюдження ЕМП у вакуумі та в рухомому 
деформованому тілі з урахуванням його 
електромагнітних властивостей описується за 
допомогою фундаментальних рівнянь Максвела. Вони 
зв’язують п'ять векторних та скалярних 
характеристик, що описують ЕМП: напруженість і 
індуктивність електричного і магнітного полів і 
густину поверхневих зарядів та струмів. Для твердого 
тіла вводяться додаткові характеристики, що 
описують електромагнітні властивості: 
електропровідність, поляризація і намагніченість 
[51;63;66]. 

Вказані кількісні характеристики ЕМП 
дозволяють розглядати динамічну постановку (з 
урахуванням сил інерції) або квазістатичне 
наближення для тіла, швидкість руху якого багато 
менше швидкості світла у вакуумі, що гарантує 
інваріантність рівнянь електродинаміки і механіки 
щодо перетворення Галілея [66-68]. Моделі механіки, 
що враховують намагніченість і поляризацію 
електропровідного твердого тіла є різними в 
залежності від виду рівнянь електродинаміки для 
рухомого тіла. Найбільш часто для рівнянь 
електродинаміки застосовують моделі Лоренца, Чу, та 
Максвела-Мінковскі [60;69-72]. Основна відмінність 
полягає у представленні характеристик 
намагнічування та поляризації. Ці рівняння є 
базовими для моделей представлення взаємодії ЕМП з 
електропровідним тілом [71]. 

Математичне моделювання та подальший 
розрахунковий аналіз силової дії ЕМП на 
електропровідне тіло, що є основною у багатьох 
технологічних процесах ЕОМ, базується на 
положеннях теорії магнітопружності. Основи цієї 
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теорії було закладено у роботах вітчизняних та 
закордонних вчених: Л. Кнопоффа, П. Чадвіка, 
С. Каліскі, Д. Петикевича, Д. Данкіна, А. Ерингена, Ф. 
Муна, Й. Пао, А. Ван де Вена, Д. Албласа, 
Я. С. Підстригача, Я. Й. Бурака, В. Ф. Кондрата та 
інших. Одними з перших можна вважати роботи 
Л. Кнопоффа [56] і П. Чадвика [57], у яких 
розглядалось  поширення пружних хвиль з 
урахуванням магнітного поля Землі. У цих роботах 
наведено основні рівняння магнітопружності з 
урахуванням ефектів взаємодії механічних та 
електромагнітних полів в рухомому 
електропровідному тілі.  

У роботах С. Каліські та Д. Петикевич [58], та 
Д. Данкіна та А. Ерингена [59] поставлені динамічні 
задачі магнітопружності за умов коливання тіл і 
поширення магнітопружних хвиль у них. Ф. Мун та 
Й. Пао, А. Ван де Вен, та інші [73-76] розглядали 
задачі аналізу стійкості електропровідних балок та 
тонких пластин за наявності ЕМП. У цих роботах 
також були запропоновані методи лінеаризації 
зв'язаної системи рівнянь магнітопружності.  

Д. Алблас [77], Я. С. Подстригач, Я. Й. Бурак та 
В. Ф. Кондрат [78], розвивали загальну теорію 
магнітопружності. У роботі [78] не лише представлені 
різноманітні постановки задач магнітопружності, а й 
представлені розв'язання за допомогою 
асимптотичних методів для різних канонічних 
областей. У достатньо повному обсязі різноманітні 
постановки задач магнітопружності та способи їх 
розв’язання представлені в оглядовій роботі Ф. Муна 
[79]. 

На сучасному етапі В. Ф. Кондрат та О. Грицина 
продовжили розвиток і зробили великий внесок у 
теорію електро-магнітопружності. Наприклад, у своїх 
роботах [80-84] вони досліджували специфічні 
ефекти, що виникають у поляризованих тілах при дії 
ЕМП. Тут представлена повна система рівнянь 
електро-магніто-термомеханіки для 
електропровідного поляризованого середовища з 
використанням методів термодинаміки незворотних 
процесів. Специфікою цих досліджень є врахування 
ефекту локального зміщення маси. Показано, що для 
більш повного опису локального термодинамічного 
стану поляризованого середовища, необхідно ввести 
дві пари додаткових параметрів: наведену масу і 
енергетичну міру впливу зміщення маси на 
внутрішню енергію, і вектора зміщення маси та 
просторового градієнта вказаної енергетичної міри. 
Доведено, що введення цих додаткових параметрів 
поряд з традиційними, що описують поширення ЕМП 
в електропровідних середовищах, дозволяє 
враховувати приповерхневу спільну неоднорідність 
НДС та електричної поляризації. Також   представлена 
повна система рівнянь локальної градієнтної теорії 
діелектриків. Ця система включає рівняння балансу 
імпульсу та ентропії, співвідношення, яке пов'язує 
питому густину наведеної маси з питомим вектором 
локального зміщення маси та рівняння Максвела. 

Наведену система рівнянь доповнено лінійними 
рівняннями стану для ізотропного матеріалу.   

Також слід відзначити роботи О. Р. Гачкевича, 
Р. С. Мусія та інших, у яких розроблено специфічний 
варіант теорії магнітопружності в разі дії імпульсного 
ЕМП. Так, наприклад у роботах  [86-91] представлена 
математична модель процесу пружного деформування 
неферомагнітних електропровідних тіл за умов дії 
імпульсних ЕМП. Наведена модель враховує 
адіабатичний характер процесів нагрівання та 
деформування електропровідних тіл при дії 
імпульсного ЕМП. У цих роботах розглядаються 
також аспекти математичного та розрахункового 
моделювання багатошарових електропровідних тіл 
канонічної форми за дії одноразових та багаторазових 
електромагнітних імпульсів з модюляцією амплітуди, 
вивчаються питання стосовно оцінювання стійкості 
електропровідних тіл з точки зору механічної 
поведінки. 

Таким чином, можна зробити висновок, що на 
даний момент часу теорії стосовно деформування 
електропровідних тіл за наявності ЕМП є 
розвиненими достатньо добре. Це є достатнім 
підґрунтям для проведення математичного 
моделювання та подальшого розрахункового аналізу 
різноманітних технічних та технологічних систем, 
елементи яких піддані дії ЕМП. 

Підходи до математичного моделювання та 
розрахункового аналізу розповсюдження 
електромагнітного поля та деформування 
технологічних систем. Математичне моделювання та 
розрахунковий аналіз деформування 
електропровідних тіл при дії ЕМП містить два 
ключові питання: стосовно розповсюдження ЕМП та 
стосовно подальшого деформування за рахунок 
електромагнітних сил та, можливо, за рахунок 
термодеформацій внаслідок зміни температурного 
поля. До подібних процесів історично існує два 
загальні підходи: перший – базується на аналітичному 
моделюванні, другий – на чисельному моделюванні.  

Яскравим прикладом застосування першого 
підходу стосовно розробок технологічних систем 
ЕОМ (МІОМ) є роботи Ю. В. Батигіна та інших [38-
45]. У цих роботах для визначення просторово-
часових розподілів векторних характеристик ЕМП 
використовується перетворення Лапласа. Величини 
визначених характеристик оцінюються з точки зору 
відомостей, отриманих з досвіду створення та 
використання технологічних систем ЕОМ (МІОМ). 
Також по визначеним характеристикам ЕМП 
знаходяться електромагнітні сили, що діють на 
заготовку, та проводиться оцінка того чи знаходяться 
максимуми цих сил у тій зоні заготовки, яка повинна 
оброблюватись. Даний підхід має як певні переваги 
так і недоліки. До переваг, перш за все, необхідно 
відносити те, що використовується відомий 
математичний апарат, який добре зарекомендований 
для розв'язання диференціальних рівнянь, подібних до 
тих, що описують розповсюдження ЕМП. До 
недоліків можна віднести, по-перше, значні 
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спрощення розрахункових схем у порівнянні із 
реальними об’єктами. Тут має місце і значне 
спрощення геометрії: задачі розглядаються 
одновимірними, розміри заготовки, як правило, є 
набагато більшими за розміри індуктора (апріорі 
передбачається загасання ЕМП на віддаленні від 
робочої зони), не враховується реальна геометрія 
індуктора. Також у представлених розрахункових 
схемах та проведених розрахунках не враховується 
залежність властивостей матеріалу від величини 
характеристик ЕМП, що є важливим при розгляді 
феромагнітних матеріалів. Все це робить необхідним 
проведення коштовних натурних експериментів, які 
повинні підтверджувати або спростовувати 
достовірність отриманих аналітично розрахункових 
даних. Результати, отримані за допомогою подібних 
аналітичних підходів можуть використовуватись як 
оціночні при досліджуванні достовірності результатів, 
отриманих іншими методами для більш досконалих 
розрахункових схем.  

Приклади застосування аналітичних підходів для 
аналізу деформування електропровідних тіл при дії 
ЕМП містяться також у наступних роботах [91;92]. 
Найбільш поширеними точними методами є методи 
інтегральних перетворень Фур'є, Лапласа та 
скінченних інтегральних перетворень для пониження 
розмірності вихідної задачі математичної фізики. 
Основним недоліком цих методів є те, що розв'язок 
комплексної, навіть одновимірної, задачі 
термомеханіки однорідних електропровідних тіл 
подається у вигляді багатократних функціональних 
рядів, які є погано збіжними при малих часах 
імпульсної електромагнітної дії. 

Відомі окремі методи для аналітичного 
розрахункового моделювання гармонійних ЕМП, які 
використовують елементи гармонійного аналізу [93-
95]. 

Велика кількість досліджень з визначення 
основних характеристик процесу розповсюдження 
ЕМП та НДС проведено О. Р. Гачкквичем та 
Р. С. Мусієм. Так в роботах  [85;87] пропонується 
методика наближеного розв'язку, яка базується на 
зведенні ключових функцій, що описують процес 
поширення ЕМП і процес деформування, до 
однорідних граничних умов і виконанню кубічної 
апроксимації по товщині електропровідного шару. 
Наведено результати дослідження несучої здатності 
неферомагнітних електропровідних пластин при дії 
електромагнітних імпульсів. Використовуються 
інтегральні перетворення Фур'є і Лапласа. Отримано 
вирази інтегральних характеристик ключових функцій 
при наявності довільного неоднорідного 
нестаціонарного ЕМП. 

Також застосування аналітичних підходів 
викладено у роботі  [96] представлений метод 
визначення напруженого стану гнучкої сферичної 
оболонки, виконаної з електропровідного 
ортотропного матеріалу. Представлені рівняння руху 
оболонки відносно інтегральних силових факторів, які 
введені електромагнітні сили Лоренца. Також 

представлені геометрично нелінійні співвідношення 
для переміщень і деформацій, а також рівняння стану 
в межах пружності. Отримана роздільна система 
нелінійних диференціальних рівнянь відносно, 
переміщень, зусиль, а так-же напруженості 
електричного і індукції магнітного полів. 
Представлені вирази для електромагнітних сил 
враховують, крім всього, і швидкість деформування 
оболонки. Подано просторово-часові розподілу 
електромагнітних сил і прогинів оболонки. Показано, 
що просторове зміна електромагнітної сили якісно 
відповідає характеру розподілу прогину. 

У статті  [97]  наведено рішення нелінійної задачі 
магнітопружності ортотропної кільцевої пластини з 
урахуванням ортотропної електропровідності. 
Представлена повна постановка задачі 
магнітопружності, котра включає: рівняння Максвела, 
рівняння руху, нелінійні геометричні співвідношення, 
а також співвідношення пружності. Наводиться 
роздільна система нелінійних диференціальних 
рівнянь, яка описує НДС гнучких кільцевих пластин з 
ортотропної електропровідністю, які перебувають у 
силовому і магнітному полях. Наведено результати 
розрахунків для одного варіанта пластини. 
Представлені просторово-часові розподілу векторних 
характеристик ЕМП і тензорних характеристик 
процесу деформування. 

У статті [98] розглядаються питання 
деформування циліндричної оболонки змінної 
жорсткості в магнітному полі. Наведено визначальні 
диференціальні рівняння магнітопружності щодо 
переміщень, інтегральних силових факторів оболонки, 
а також інтенсивності та індукції електричного і 
магнітного полів. Зв'язаність задач обумовлена 
введенням в розв'язують рівняння електромагнітних 
сил. Наведено вирази для компонент 
електромагнітних сил, котрі залежать від швидкості 
деформування оболонки. Наведено окремі результати 
розрахунків для просторового розподілу прогинів 
оболонки. Визначено граничні значення індукції 
магнітного поля, при яких величини прогинів 
відповідають наведеній постановці. 

Результати аналітичних розрахунків дозволяють 
визначити основні характеристики ЕМП для 
спрощених розрахункових моделей, які містять 
джерело ЕМП – індуктор та електропровідне тіло 
(провідник). Розрахункові моделі для аналітичного 
підходу розглядають або плоско-паралельне, або все 
симетричне (плоско-меридіональне) розподілення 
основних компонентів ЕМП, причому провідник 
зазвичай розглядається нескінченних розмірів. 

Підсумовуючи вище сказане можна зробити 
висновок, що аналітичні методи розрахунку мають 
обмежену область застосування і з точки зору 
геометрії тіл, які деформуються, і з точки зору 
властивостей матеріалу. 

Відзначимо, що аналітичний підхід до 
розрахунків розподілу ЕМП має обмежену область 
застосування, може використовуватись лише для 
спрощених розрахункових моделей, а одержані за 
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його допомогою результати слід розглядати як 
оціночні. Також слід відзначити труднощі, які 
виникають при використанні цього методу стосовно 
визначення границь розрахункової області. Тут є у 
наявності штучне обмеження розрахункової області (із 
умови, що на її границі ЕМП загасає), що потребує 
розв’язання у кожному випадку спрощеної задачі для 
ідеально провідного матеріалу. 

Таким чином, єдиним сучасним підходом для 
адекватного моделювання та розрахункового аналізу 
розповсюдження ЕМП та викликаного цим процесом 
деформування електропровідних тіл є застосування 
чисельних методів. Для успішного застосування 
чисельних методів для аналізу розповсюдження ЕМП 
необхідна процедура зменшення числа ключових 
диференціальних рівнянь. Це може бути проведено із 
застосуванням скалярного електричного та векторного 
магнітного потенціалів [99].   

Взагалі достатньо повну інформацію про існуючи 
постановки задач розповсюдження ЕМП та 
застосування розрахункових методів аналізу дає 
робота О. Д. Подольцева та І. М. Кучерявої [100]. Тут 
наведені математичні моделі, теоретичні положення, 
чисельні методи (метод скінченних різниць, метод 
об’ємних інтегральних рівнянь, метод граничних 
елементів, комбінований метод) та алгоритми 
розрахунку силової та теплової дії імпульсних та 
імпульсно-періодичних ЕМП на багатошарові 
пластини, металічні частинки, рідкометалеве 
середовище. Розглянуті можливості застосування  
імпульсних ЕМП у різних технологічних операціях, 
наведені результати чисельного моделювання 
електромагнітних, теплових та гідродинамічних 
процесів у технологічних  пристроях різного 
спрямування. 

Метод скінченних різниць [100] доволі простий у 
реалізації у разі провідників простої конфігурації. Тут 
відносно легко можна враховувати нелінійні 
характеристики електропровідного тіла. Складнощі 
виникають у разі наявності відкритої області великого 
об’єму, яка оточує електропровідне тіло, та якщо 
електромагнітні процеси характеризуються різким 
скін-ефектом. 

Метод об’ємних інтегральних рівнянь [101] 
використовує інтегральне рівняння відносно густини 
струму, при цьому дискретизується лише область, що 
занята провідником, яка представляються системою 
контурів із струмами. Цей метод дозволяє доволі 
легко визначати інтегральні характеристики процесу 
(ємності, індуктивності, інтегральні значення 
електромагнітної сили). Тут задовільна точність може 
бути досягнута навіть у разі невеликого розбиття 
провідної області. До недоліків методу слід віднести 
обчислювальні труднощі при розрахунку локальних 
характеристик поля. Якщо у провідника є в наявності 
магнітні властивості, то невідомими вторинними 
джерелами поля стають також поверхневі магнітні 
заряди, що доволі ускладнює задачу. 

Метод граничних елементів [102;103] вимагає 
дискретизації лише поверхні провідників, його 

доцільно застосовувати у разі матеріалів із лінійними 
характеристиками. Недоліками цього методу є 
громіздкість алгоритму та великий обсяг обчислень, 
що викликано необхідністю розв’язувати систему 
інтегральних рівнянь Вольтерра за часовою змінною; 
великий обсяг обчислень при розрахунку компонентів 
поля у внутрішніх точках провідника. 

Також може розглядатись комбінований метод 
розрахунку ЕМП [103;104], який надає можливість 
використання свого чисельного методу у кожній 
частині (підобласті) розрахункової схеми. Наприклад, 
у випадку провідного тіла із нелінійними 
характеристиками можна використовувати метод 
скінченних різниць, а для визначення характеристик 
ЕМП у необмеженій області навколо тіла разом із 
індуктором можна використовувати метод граничних 
елементів. 

Взагалі, з аналізу літературних джерел можна 
зробити висновок, що для задач термомеханіки 
електропровідних тіл чисельні методи, які 
ґрунтуються на різницевих схемах, методи 
диференціальних квадратур практично не 
використовуються, оскільки для задач з малим 
параметром вони не є настільки стійкими та гнучкими 
в програмуванні, як числові методи варіаційного типу: 
Рітца, Бубнова-Гальоркіна та метод скінченних 
елементів (МСЕ). Останній метод використовують 
найчастіше, так як він є найбільш зручним в 
програмуванні і має багато модифікацій з допомогою 
сплайн-інтерполяції.  

Слід відзначати, що на даний момент існує 
багато робіт вітчизняних та закордонних вчених, які 
присвячені чисельному моделюванню та аналізу 
розповсюдження ЕМП у різноманітних технічних та 
технологічних системах.  

У роботах О. Д. Подольцева та інших [105-108] 
розглядаються сучасні підходи до моделювання 
процесів різної фізичної природи, що одночасно 
протікають в електротехнічному пристрої та 
визначають його робочі характеристики, – 
мультифізичних процесів. Представлено класифікацію 
мультифізичних задач в електротехніці за двома 
ознаками - відповідно до характеру зв'язку між 
різними фізичними процесами (сильно зв’язані та 
слабко зв’язані) і з точки зору підходів до 
моделювання процесів (мультифізичні польові, 
мультифізичні ланцюгові та коло-польові задачі). 
Наведено приклади, що ілюструють побудову 
мультифізичних моделей та їх застосування для 
дослідження процесів у силових кабелях і кабельних 
лініях, силових трансформаторах, системах 
індукційного нагріву і біологічних системах. 

Статті [109-117] представляють інформацію про 
конкретні випадки математичного та чисельного 
моделювання розповсюдження ЕМП. Тут 
розглядаються випадки розрахункової оцінки 
електромагнітних перехідних процесів у повітряних 
лініях електропередачі, спричинених близькими 
ударами блискавки [109]. Проводиться моделювання 
електрокінетичного ефекту, який викликає зв'язок між 
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сейсмічною та електромагнітною енергіями [110]. 
Моделюється тривимірне електромагнітне поле при 
електромагнітному змішуванні розплаву сталі [111]. 
За допомогою векторного МСЕ моделюється 
перехідне ЕМП у різних середовищах [112]. Із 
використанням МСЕ розроблено двовимірну 
обчислювальну модель, що поєднує кільцеве 
електромагнітне перемішування з макроскопічним 
аналізом тепла та потоку рідини в напівтвердому 
шламовому препараті алюмінієвих сплавів [113]. У 
статті [114] обґрунтовується застосування чисельного 
моделювання, як важливого методу дослідження, у 
з'ясуванні механізму та правил розподілу 
електромагнітних полів під час металургійних 
процесів та процесів підготовки матеріалів для 
прогнозування, аналізу та оптимізації металургійних 
процесів.  У роботі [115] представлено послідовний 
ітераційний метод одночасної дискретизації рівнянь 
Максвелла та рівняння теплопровідності в слабо 
зв'язаних системах. Алгоритм є реалізацією методу 
скінченного інтегрування в поєднанні з явними та 
неявними схемами для аналізу перехідних процесів. У 
роботі [116] була розроблена тривимірна 
розрахункова схема для моделювання 
електромагнітного поля в безперервному литті 
круглого блюма з кінцевим електромагнітним 
перемішуванням, і модель була перевірена з 
використанням виміряних даних щільності магнітного 
потоку в центрі мішалки. Досліджено розподіл 
електромагнітних сил та вплив сили і частоти струму. 
У статті [117] чисельно за допомогою МСЕ 
аналізується процес електромагнітного вигинання 
плоскої листової заготовки.  

Слід відзначити, що підходи до математичного 
моделювання та чисельного розрахункового аналізу 
розповсюдження ЕМП та подальшого деформування у 
елементах технологічних систем ЕОМ (МІОМ) 
пройшли етапи схожі із тими, які мали місце взагалі 
при розвитку розрахункових методів дослідження 
електропровідних тіл, підданих дії ЕМП. При 
створенні нових технологічних операцій традиційно 
велику увагу приділяють аналізу деформування 
заготовки, для цього використовувались 
експериментальні дослідження, аналітичні та чисельні 
підходи. Основи методології вимірювань були 
закладені у роботах Р. Кегга, К. Хавербека, 
Х. Ліпмана, Х. Шрайвера, В. Пойнтона, Д. Бауера  
[117-120] та знайшли своє продовження у роботах 
Ф. – В. Баха, Д. Ріша, М. Бадельта, К. Бєєрвальда, 
Г. Дайєна, Д. Долана [121-126]. 

Відзначимо, що аналітичні розрахунки не 
дозволяють розглядати деформування заготовки та 
індуктора у рамках єдиної розрахункової моделі. Про 
взаємний вплив, що створює деформування заготовки 
та індуктора у рамках технологічної операції МІОМ 
вперше повідомили  Г. Фентон та Г. Дайєн [127]. 
Оскільки деформування індуктора може значною 
мірою впливати на  характер розподілу  ЕМП у 
просторі, то виникає нагальна потреба 

використовувати чисельні методи аналізу 
деформування як заготовки так і індуктора. 

У роботі Н. Такацу зі співавторами [128] 
представлено перше повністю чисельне розв’язання 
задачі про розповсюдження ЕМП в елементах 
технологічної системи МІОМ та чисельне розв’язання 
задачі про деформування заготовки. У цій роботі 
розглядались зв’язані електромагнітні та механічні 
поля у певні моменти часу та враховувалась 
залежність від швидкості деформацій у рівняннях 
стану.  Чисельні результати були звірені із 
результатами експериментальних вимірів, які були 
зроблені за допомогою фотографій, виконаних із 
високою швидкістю камери. Незважаючи на ряд 
припущень, порівнянням чисельних і 
експериментальних результатів добре узгоджуються. 

Д. Олівейра та М. Уорсвік [129] при дослідженні 
формозміни тонких листових заготовок з алюмінію за 
умов МІОМ поєднували можливості різних 
програмних комплексів для визначення просторово-
часових розподілів ЕМП та для моделювання процесу 
деформування. 

Н. Бессонов та С. Головащенко [130] провели 
повністю зв’язане моделювання процесу формозміни 
за умов ЕОМ, яке містило: визначення ЕМП на основі 
квазістаціонарних рівнянь Максвела; дослідження 
динаміки пружно-пластичного деформування на  
основі модифікованої моделі пластичної плину та із 
використанням критерію Мізеса початку 
пластичності; тепловиділення, яке аналізувалось у 
випадку нестаціонарної теплопередачі на основі 
закону збереження енергії. При даному моделюванні 
індукторна система розглядалась як ідеалізований 
набір опорів, індуктивностей та ємностей. 

К. Карх та К. Ролл [131] навели результати 
дослідження цілком нестаціонарного ЕМП та 
нестаціонарний аналіз деформування при обжиманні 
трубчастих заготовок. Тут так само при визначенні 
ЕМП та температурного поля розглядалась 
еквівалентна система опір – індуктивність – ємність.    

Окремі труднощі обчислювального характеру 
виникають у разі тривимірного моделювання 
нестаціонарних процесів розповсюдження ЕМП та 
аналізу НДС за умов технологічних операцій ЕОМ. Це 
пов’язано із необхідністю розглядати у рамках єдиної 
розрахункової схеми не лише індуктор та заготівку, а 
й оточуюче середовище. Цей факт призводить до 
значного зростання кількості СЕ моделі, що утруднює 
процес розв’язання, зважаючи на необхідність 
розглядати задачу у часі. Одним із шляхів подолання 
даної проблеми є можливість використання 
нерівномірного СЕ-розбиття моделі із згущеннями у 
області індуктора та заготовки та розрядженням у 
області оточуючого середовища. Одними з перших 
провели тривимірне моделювання швидкої магнітно-
механічної поведінки М. Шіннерл зі співавторами у 
роботі [132], де представлено прямий багатосітковий 
підхід. 

М. Штімер, Б. Свендсен та співавтори у роботах 
[133-137] представили повністю нестаціонарний 
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підхід до моделювання процесів ЕОМ із врахуванням 
зв’язаності ЕМП та механічних полів, обґрунтовані 
термомеханічні моделі процесу, представлена 
загальна стратегія моделювання, проведені 
дослідження пластичної формозміни заготовок.  

Ф. Конрой зі співавторами у роботі [138] навели 
метод аналізу у зв’язаній постановці для дослідження 
технологічної операції ЕОМ із обжимання 
тонкостінної труби. Запропонований чисельний метод 
у тривимірній постановці базується на МСЕ. 

У статті [139] наводяться результати чисельного 
моделювання процесу видавлювання тонколистових 
заготовок силами ЕМП. Моделювання проводиться з 
використанням МСЕ засобами ПК ANSYS і 
складається з двох етапів: моделювання 
розповсюдження ЕМП у заготовці і її наступного 
пружно-пластичне деформування. СЕ-модель містить 
заготовку, плоский багатовитковий індуктор і 
навколишнє середовище (повітря). Наведені 
просторово-часові розподіли векторних компонент 
ЕМП та тензорних компонент процесу деформування. 
В роботі [140] автори представили метод чисельного 
аналізу розподілу компонент ЕМП і електромагнітних 
сил при магнітно-імпульсній формозміні листових 
металів. Задача вирішувалася у вісесиметричній 
постановці за допомогою МСЕ, засобами ПК ANSYS. 
Створена СЕ-модель плоского багатовиткового 
індуктора, заготовці та навколишнього середовища. 
Надано просторово-часові розподіли 
електромагнітних сил, діючих на заготовку. Показано 
особливості зовнішнього ЕМП, при яких сили 
притягнення до індуктора превалюють над силами 
відштовхування.  

У роботах [141;142] представлені результати 
чисельних і експериментальних досліджень магнітно-
імпульсної формозміни тонких пластин. 
Порівнюються два варіанти: вільна формозміна і 
формозміна з амортизатором. Проведено аналіз 
поширення ЕМП в пластині і аналіз НДС пластини. 
Чисельне розв’язання проведено за допомогою МСЕ. 
Наводяться розподілу компонент ЕМП, 
електромагнітних сил і тензорних характеристик 
процесу деформування. У роботі [143] розглядаються 
питання послідовного «двох крокового» магнітно-
імпульсного формоутворення циліндричних оболонок. 
Представлена принципова схема технологічного 
процесу, яка передбачає переміщення індуктора по 
відношенню до заготовки. Чисельний аналіз 
проведено засобами МСЕ, наведені розподіли 
електромагнітних сил, що діють на оболонку. 
Проаналізовано вплив параметрів струму розряду на 
процес деформування. У роботі [144] з використанням 
МСЕ досліджується магнітно-імпульсне 
формоутворення пластини зі сплаву магнію і 
алюмінієвого «супутника». Аналізується вплив 
параметрів зовнішнього ЕМП на процес 
деформування.  

Моделюванню процесів формоутворення та 
штампування заготовок присвячені [145;146], в яких, 
використовуючи МСЕ, метод граничних елементів, 

висвітлено особливості вирішення зв'язаних задач 
магніто-термопружності з урахуванням 
високошвидкісного деформування. 

В останні роки у науковій періодиці з’являється 
також велика кількість статей присвячених 
математичному моделюванні та чисельному аналізу за 
умов технологічних операцій ЕОМ. Наприклад, можна 
назвати роботи [147-168], у яких за допомогою 
скінченно-елементного моделювання та 
розрахункового аналізу досліджуються різноманітні 
технологічні схеми ЕОМ. Розглядаються різні 
заготовки з точки зору геометрії (листові, трубчасті, 
коробчасті), з точки зору властивостей матеріалу (із 
великою провідністю та малою провідністю). 
Розглядаються різні варіанти технологічного 
оснащення (спосіб закріплення заготовки, наявність 
допоміжних матриць). Варіюються параметри джерела 
ЕМП: кількість індукторів, їх показники тощо. 
Представлені різні постановки задач: квазістатичні, 
динамічні. Розглянуті питання стосовно ступеню 
зв’язаності ЕМП, механічних та температурних полів. 

Висновки. Електромагнітне поле (ЕМП) є 
невід’ємними чинником функціонування багатьох 
технічних систем. Вплив ЕМП на різноманітні 
матеріали широко використовується у технологічних 
процесах. Силовий вплив (за рахунок виникнення 
електромагнітних сил) знайшов застосування у класі 
технологічних операцій електромагнітна обробка 
матеріалів (ЕОМ). За умов технологічних операцій 
ЕОМ силовому впливу піддається також разом із 
заготовкою і джерело поля – індуктор. Рівні 
інтенсивності ЕМП можуть бути настільки високими, 
що призводять до руйнування індуктора. Таким 
чином, проведення відповідного моделювання та 
розрахункового аналізу є необхідним для 
проектування технологічних систем ЕОМ.  

На даний час існує велика кількість моделей, які 
описують розповсюдження ЕМП у різноманітних 
середовищах та вплив (силовий, термічний) на них. 
Для випадку моделювання силової взаємодії ЕМП та 
електропровідних тіл можна використовувати добре 
обґрунтовані теорії  магнітопружності або термо-
магнітопружності. 

Аналітичні підходи до моделювання та 
розрахунків розповсюдження ЕМП та деформування 
електропровідних тіл мають певні обмеження, 
оскільки особливостями реальних прикладних задач, 
де розглядається силова та теплова дія ЕМП на 
електропровідні тіла є: 

– наявність невеликих за розмірами провідників 
та відкритої області, що оточує ці провідники; 

– великі градієнти поля у провіднику; 
– наявність багатовиткового індуктора, ЕМП 

якого зосереджене як у робочій зоні так і за її межами.  
Дані особливості потребують використання 

чисельних методів аналізу для моделювання та 
розрахунків, серед яких на сучасному етапі найбільш 
універсальним та ефективним є метод скінченних 
елементів. 
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