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СУЧАСНИЙ АЛГОРИТМ ЛІНІЙНОГО ТА КВАДРАТИЧНОГО ПРОГРАМУВАННЯ В 

ОПТИМІЗАЦІЇ ТА ЗАДАЧАХ ДЕФОРМУВАННЯ КОНСТРУКЦІЙ ЗМІННОЇ СТРУКТУРИ В 

УМОВАХ КОНТАКТУВАННЯ  

Різноманітні математичні задачі, в яких поставлена мета пошуку екстремуму функціоналу, відносяться до задач математичного програму-
вання, задач оптимізації. Практично спрямованих проблем пошуку оптимального рішення надзвичайно багато в економіці, управлінні, техніці 

та інших. Вони пов’язані з підвищенням ефективності виробництва, зниженням витрат ресурсів, удосконаленням конструктивних рішень та 

технологічних процесів, зниженням маси, габаритів тощо. Серед них важлива роль приділяється методам обмеження максимальних напру-
жень, обумовлених зовнішніми навантаженнями. Розв'язання таких задач розпочинається з математичної формалізації. В якості параметрів 

варіювання вибирають конструктивні, економічні або технологічні показники. Пошук найкращого рішення зводиться до підбору сукупності 

параметрів, які надають стаціонарне значення функції цілі. Екстремальні задачі практичної орієнтації містять в математичних моделях обме-
ження типу рівності-нерівності. В поліпшенні технічних характеристик машин суттєва роль належить інженерно-технічним працівникам, які 

на етапі проектування знаходять оптимальні варіанти. При цьому суттєвим елементом процесу проектування є моделювання визначальних 

процесів в конструкціях з врахуванням основних факторів впливу та сценаріїв поведінки. Оптимізація – важливий напрямок прикладної ма-
тематики, який надає ефективні інструменти проведення такого моделювання. В роботі [3] запропоновано Universal Algorithm − чисельну 

схему рішення задач квадратичного програмування (КП), для обчислення оптимальної точки широкого кола прикладних задач. При цьому 

задача лінійного програмування (ЛП) розглядається як частинний випадок задачі (КП). Тобто в універсальному алгоритмі постановки 2-х 
задач оптимізації формалізовані в єдиній та зручній формі симетричної матричної залежності, що дає змогу побудувати єдиний ефективний 

алгоритм на базі операцій матричної алгебри. Зокрема, дозволяє розглядати практичні задачі обчислення НДС в конструкціях змінної струк-

тури, що складаються з окремих частин пов’язаних односторонніми зв’язками. Основна ціль даної роботи в аналізі поведінки алгоритму при 
збільшенні кількості обмежень типу нерівності, уточненні обчислювальної схеми, формулюванні висновків. В якості прикладів роботи алго-

ритму розглянуті дві модельні задачі. Це класична “транспортна” задача ЛП та поведінка моделі мостової споруди з односторонніми зв’язками 

у вантах при варіаціях вітрових навантажень. Кількість вант збільшена до 20 а обмежень нерівностей до 40. 

Ключові слова: лінійне та квадратичне програмування, оптимізація, деформування конструкцій змінної структури  

Various mathematical problems, in which the goal of finding the extremum of a functional is set, belong to the problems of mathematical programming 

and optimization problems. Practically directed problems of finding the optimal solution are extremely numerous in economics, management, 
technology, and others. They are related to increasing production efficiency, reducing resource costs, improving design solutions and technological 

processes, reducing mass, dimensions, etc. Among them, an important role is given to the methods of limiting the maximum stresses caused by external 

loads. Solving such problems begins with mathematical formalization. Constructive, economic or technological indicators are chosen as variation 
parameters. The search for the best solution is reduced to the selection of a set of parameters that provide a stationary value of the objective function. 

Extreme problems of practical orientation contain equality-inequality constraints in mathematical models. In improving the technical characteristics of 

machines, a significant role belongs to engineering and technical workers, who find optimal options at the design stage. At the same time, an essential 

element of the design process is the modeling of the determining processes in structures, taking into account the main influencing factors and behavior 

scenarios. Optimization is an important area of applied mathematics that provides effective tools for such modeling. Universal Algorithm is proposed in 
work [3] – a numerous scheme for solving quadratic programming (QP) problems for calculating the optimal point of a wide range of applied problems. 

At the same time, the linear programming (LP) problem is considered as a partial case of the (QP) problem. That is, in the universal algorithm for setting 

2 optimization problems, they are formalized in a single and convenient form of symmetric matrix dependence, which makes it possible to build a single 
effective algorithm based on matrix algebra operations. In particular, it allows you to consider the practical tasks of calculating VAT in constructions of 

a variable structure consisting of separate parts connected by one-way connections. The main goal of this work is to analyze the behavior of the algorithm 

when increasing the number of constraints of the inequality type, to refine the computational scheme, and to formulate conclusions. Two model problems 
are considered as examples of the algorithm. This is a classic "transport" problem of LP and the behavior of a model of a bridge structure with one-way 

connections in cables under variations of wind loads. The number of ropes has been increased to 20, and the limits of one-way connections to 40. 

Keywords: linear and quadratic programming, optimization, deformation of structures of variable structure 
 

 

Вступ. Викладаються теоретичні основи роботи 

Universal Algorithm (UA) та єдиної схеми обчислень за-

дач лінійного (ЛП) та квадратичного програмування 

(КП) в сучасному трактуванні, направлені на їх широке 

використання в прикладних розрахунках. Результати 

даної роботи є продовженням досліджень, що були ро-

зпочаті в статті [3]. Увага головним чином направлена 

на застосування в двох прикладних напрямках. Це оп-

тимізація об′єктів (Opti) та проблеми аналізу напру-

жено-деформованого стану в конструкціях, що склада-

ються з окремих лінійно деформованих частин, які в 

процесі експлуатації можуть допускати контактування 

(мають лінійні односторонні зв’язки). Будемо говорити 

про об’єкти змінної структури.  

А загалом це комплекс проблем, для яких матема-

тична модель формалізується як задача квадратичного 

програмування. Що стосується першого напрямку, то 

існує загальний консенсус в розумінні тенденцій 

розвитку різних видів ціле направленої діяльності. Це 

прагнення до постійного вдосконалення рішень в орга-

нізаційній діяльності, системах управління, економіці 

та багатьох інших. Причому цей процес постійно 

ускладнюється на фоні значного зростання об′ємів ін-

формації. Пошук найкращих рішень, які називаються 

оптимальними, потрібен для великої кількості проблем 

у виробничій діяльності, інженерній справі: зниження 

матеріалоємності, витрат енергії, ресурсів, збільшення 

довговічності і т.д. 

При великому різноманітті задач Opti саме мате-

матика надає інструменти розв′язання проблем. Опти-

мізація – це важливий напрямок сучасної математики, 

одна з головних проблем прикладної математики. Про 

множину проблем, в яких ставиться за мету пошук екс-

тремуму функціоналу, говорять як про задачі матема-

тичного програмування. Для практично спрямованих 

задач Opti потрібна їх формалізація у вигляді 
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математичної моделі. У формалізованому стані конс-

труктивним, експлуатаційним характеристикам підби-

рають у відповідність параметри проектування з мно-

жиною допустимих значень. Пошук найкращого рі-

шення полягає у підборі сукупності параметрів варію-

вання, які надають стаціонарне значення функціоналу 

якості. Зараз в науковій та учбовій літературі сформу-

валась певна класифікація задач Opti по характерним 

ознакам та особливостям. Серед множини екстремаль-

них задач в математичному програмуванні проблеми 

лінійного (ЛП) та квадратичного програмування (КП) 

розглядаються як два окремих класи з різними підхо-

дами до їх аналізу. Більш того, в багато чисельній літе-

ратурі, присвяченій алгоритмам пошуку оптимальної 

точки в ЛП, склались різні варіації, спостерігається рі-

зноманіття підходів. Проте в цих задачах є багато спо-

рідненого. Наприклад, задачі ЛП виглядають як виро-

джений випадок класу задач КП. Візьмемо також такий 

аргумент: якщо вилучити з постановки задачі ЛП обме-

ження, то проблема лінійного програмування зникає. 

Чисельний універсальний алгоритм, викладений в ро-

боті, вказує на єдність підходу до рішення цих двох за-

дач, як задач одного класу КП. Це один з напрямків за-

стосування UA в практичних проблемах Opti.  

Тепер звернемо увагу на інші не менш важливі 

об’єкти досліджень, які в кінцевому рахунку є родин-

ним до проблем Opti. Це задачі аналізу НДС в будіве-

льній механіці, суцільному середовищі, машинобуду-

ванні, що також належать до надзвичайно актуальних. 

Тенденції розвитку машинобудування пов′язані з роз-

ширенням номенклатури машин, необхідністю забез-

печення галузей промисловості високопродуктивним 

та економічним устаткуванням. Основні показники 

якості цих виробів (техніко-економічні, матеріалоєм-

ності, надійності тощо) закладаються ще на стадії про-

ектування, коли вирішальна роль належить інженерно-

технічній складовій. Забезпечення цих критеріїв потре-

бує моделювання основних процесів роботи з більш до-

стовірним врахуванням сценаріїв поведінки конструк-

цій, факторів впливу, подробиць функціонування. Ва-

жливо одержувати вичерпну інформацію про силовий 

стан конструкції на різних режимах. 

При цьому особливе значення мають методи ви-

значення та конструктивного регулювання напруже-

ного стану, їх максимальних значень, обумовлених зо-

внішніми навантаженнями; контролюванням концент-

рації напружень в небезпечних перерізах. В наш час, в 

своїй більшості, детально розроблені та успішно засто-

совуються (зокрема, з використанням САПР) розраху-

нкові моделі складних конструкцій, які представляють 

їх як єдиний об′єкт, без врахування взаємного руху од-

них частин по відношенню до інших. Реальні умови ро-

боти машин більш складні, винятково різноманітні, на-

вантаження в більшості випадків змінні. При проекту-

ванні машин ці умови часто задаються типовими про-

грамами навантажень.  

Такий характер зміни навантажень може призво-

дити до зміни структури самої конструкції внаслідок 

дотикань – відривів її різних частин, наприклад, в кіне-

матичних парах, в односторонніх зв′язках. Серед 

науковців, інженерів значну увагу викликають явища, 

що відбуваються безпосередньо в зонах контактів, та 

які складають відомий напрямок під назвою "контактна 

задача". В цій роботі розглядається інший аспект кон-

тактування, саме той, що пов'язаний зі зміною струк-

тури самої конструкції. Та який вносить особливості в 

передачу навантаження по силовому ланцюгу, в харак-

тер розподілу напруженості, зміну зв′язків у з′єднаннях 

між частинами (рис.1). Відбувається суттєвий перероз-

поділ силових потоків по несучим частинам конструк-

цій. Можливості моделювання таких сценаріїв потре-

бують розробки методів аналізу конструкцій змінної 

структури. 

Разом з цим потрібно також відмітити, що ряд фу-

ндаментальних законів природи формулюються у ви-

гляді екстремальних принципів, а рішення знаходяться 

з використанням оптимальних підходів в інженерії. Так 

серед методів, що найбільш широко використовуються 

при рішенні різних крайових задач, теорії пружності, 

будівельної механіки знаходяться варіаційні. Варіа-

ційні підходи приводять проблему до визначення фун-

кцій, що надають силовим функціоналам енергії міні-

мальних значень. Стан рівноваги деформованої консе-

рвативної системи – це положення, в якому енергети-

чна функція роботи всіх сил системи має стаціонарне 

значення. Методи Рітца, МСЕ, що надають об′єктам 

дискретну форму, дозволяють привести варіаційну за-

дачу до задачі на пошук екстремуму функції багатьох 

незалежних змінних. 

Таким чином, в цьому розділі наведені два з бага-

тьох практичних напрямків, які можуть бути формалі-

зовані у вигляді задач ЛП та КП, рішення яких мають 

важливі практичні застосування.  

 

Рис. 1 – Приклад споруди з односторонніми зв′язками 

Ціль даної роботи полягає в деталізації наведеної 

схеми; аналізі роботи алгоритму UA при збільшенні 

числа обмежень типу нерівності; аналізі чисельних ро-

зрахунків, на прикладах, що допускають відносно про-

сті рішення. Зокрема, розглянута задача деформування 

моделі вантової споруди, кількість вант якої збільшена 

до 20 а односторонніх обмежень типу нерівності до 40. 

 

1. Постановка задач пошуку оптимальної точки ЛП 

та КП. Формулювання постановок задач, теоретичних 

основ, обчислювальних схем визначення оптимальної 

точки відомі. Їх можна знайти в багато чисельній літе-

ратурі [1,4-12]. Загалом під задачею НП розуміють по-

шук точки 𝑥∗ мінімуму функції якості 𝑓(𝑥) від 𝑛  змін-

них: 
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𝑓(𝑥∗) = 𝑚𝑖𝑛 𝑓(𝑥),   ( 𝑥 ∈ 𝑋); 

де допустима точка 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) належить 

області 𝑋, яка обмежена m умовами рівності: 

𝜔𝑗(𝑥) = 0, ( 𝑗 = 1, 2, … ,𝑚 ), 𝑚 < 𝑛; 

та 𝑠 умовами нерівності: 

𝛺𝑗(𝑥) ≤ 0, ( 𝑗 = 1, 2, … , 𝑠).  

𝑋 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛;   𝜔𝑗 = 0, (𝑗 = 1, . , 𝑚), 𝑚 < 𝑛;         𝛺𝑗 ≤ 0,

(𝑗 = 1, 2, … 𝑠)  }. 

Точка 𝑥∗ може знаходитись як всередині областей 

𝛺𝑗   так і на їх границях. 

В даному алгоритмі коло проблем обмежується 

задачами квадратичного програмування (1): 

𝑓(𝑥) =
1

2
𝑥𝑇𝐾𝑥 − 𝑥𝑇𝑅 → 𝑚𝑖𝑛,  

𝜔(𝑥) = 𝑐𝑥 − 𝛿 = 0; 
𝛺(𝑥) = 𝑎𝑥 − ∆≤ 0; 

де : 𝑐, 𝑎  – задані матриці;  

𝑅, 𝛿, ∆  – задані вектори коефіцієнтів. 

В задачах механіки деформованого твердого тіла 

𝐾  – є матрицею жорсткості, а 𝑓(𝑥)– квадратичним 

функціоналом енергії. 

В такій постановці задача ЛП з функціоналом 

𝑓(𝑥) =  −𝑥𝑇𝑅 → 𝑚𝑖𝑛 

є частинним випадком задачі КП, коли  𝐾 = 0 . Наве-

дена формалізація цілком відповідає проблемі дефор-

мування конструкцій, що складаються з набору окре-

мих лінійно деформованих блоків, та які здатні при дії 

зовнішнього навантаження змінювати структуру з кон-

тактуванням частин.  

 

2. Теоретичні положення універсального алго-

ритму. Нагадаємо основні положення проблеми та уні-

версального алгоритму UA для задач ЛП та КП, які ви-

кладені в роботі [3]. Для загального випадку задачі НП 

з обмеженнями нерівності Кун і Такер запропонували 

підхід з невизначеними множниками аналогічними 

класичним лагранжевим. Для цього введено функціо-

нал Лагранжа у вигляді: 

𝐿(𝑥, 𝑢, 𝑡) = 𝑓(𝑥) + ∑ 𝑢𝑗𝜔𝑗(𝑥) +𝑚
𝑗=1 ∑ 𝑡𝑗𝛺𝑗(𝑥)𝑠

𝑗=1  . 

У наведеній формі множники 𝑢𝑗 при обмеженнях 

рівності, виступають як неперервні функції, в той час 

як множники 𝑡𝑗 при обмеженнях нерівності є розрив-

ними. Зручно невизначені множники Лагранжа 𝑡j вва-

жати розділеними на неперервний множник Лагранжа 

𝑣𝑗(𝑥) та розривну частину 𝑤𝑗(𝑥): 

𝑡𝑗 = 𝑣𝑗𝑤𝑗 ; 

де:  𝑤𝑗(𝑥) =
1

2
(1 + 𝑠𝑖𝑔𝑛 (𝛺𝑗(𝑥))) ,   𝑠𝑖𝑔𝑛(0) = 1.  

Це дає змогу формально обмеження типу нерівно-

сті 𝛺𝑗 ≤0 перевести в еквівалентні обмеження типу рі-

вності для 𝑤𝑗𝛺𝑗(𝑥) = 0, які позначають одну й ту ж 

саму область (рис.2). 

 

 

 Рис. 2 – Еквівалентні обмеження типу нерівності 

𝛺𝑗 ≤0 та рівності  𝑤𝑗𝛺𝑗(𝑥) = 0  

Таким чином, задачу НП з обмеженнями типу не-

рівності можна розглядати як еквівалентну класичну 

задачу з обмеженнями рівності з функціоналом: 

𝐿(𝑥, 𝑢, 𝑣) = 𝑓(𝑥) + ∑ 𝑢𝑗𝜔𝑗(𝑥)𝑚
𝑗=1 + ∑ 𝑣𝑗𝑤𝑗𝛺𝑗(𝑥)𝑠

𝑗=1    

За допомогою методу множників 𝑢𝑗, 𝑣𝑗 встанов-

люються необхідні умови мінімуму. Для випадку квад-

ратичного та лінійного функціоналів маємо: 
𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 𝐾𝑥 − 𝑅 + 𝑐𝑇𝑢 + 𝑎𝑇𝑣𝑤 = 0, 

𝜕𝐿

𝜕𝑢
= 𝑐𝑥 − 𝛿 = 0,                                          (1) 

𝜕𝐿

𝜕𝑣
= 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑤)(𝑎𝑥 − ∆) = 0,  або:  𝑤𝑗𝛺𝑗 = 0.  

Зручно побудовані рівняння формалізувати в мат-

ричній формі, залучивши до неї функціонал 𝑓(𝑥) : 

[

𝐾 𝑐𝑇 𝑎𝑇 𝑅
𝑐 · · 𝛿
𝑎 · · ∆
𝑅𝑇 𝛿𝑇 ∆𝑇 ·

] [

𝑥
𝑢
𝑡

−1

] = [

·
·
𝛺

−2𝑓

].          (2) 

Суть алгоритму UA в тому, що постановки 2-х 

класів задач оптимізації об’єднані в єдиній та зручній 

формі симетричної матричної залежності, рішення 

яких як єдиний алгоритм можна побудувати на базі 

операцій матричної алгебри. 

Приймемо до уваги, що основна матриця А отри-

маної системи є симетричною. До складу невідомих, 

що підлягають визначенню, включені такі вектори: x, 

u, t, Ω  розмірами n, m, s, s загальною кількістю 

(n+m+2s). Зауважимо що в цю групу одночасно вхо-

дять як множники Лагранжа t при обмеженнях нерівно-

сті, так і самі значення нерівності Ω. 

t і Ω будемо називати ключовими невідомими, а x і u 

штатними. Розглянемо тепер структуру системи (2) в 

термінах числа рядків. Матриці K, c, і a формують сис-

теми рівнянь розмірами n, m, s, загалом (n+m+s). Таким 

чином, система (2) є невизначеною. Але треба 

пам’ятати, що додаткові s умов Куна-Такера слугують 

замиканням системи до повної форми, але становлять 

нелінійний блок залежностей.  

Наведені особливості структури рівнянь визнача-

ють порядок роботи алгоритму пошуку оптимальної 
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точки задачі квадратичного програмування. Як було за-

значено вище ЛП – це частинний випадок алгоритму. 

Визначення оптимальної точки задач КП і ЛП зво-

диться до аналізу однієї й тієї ж системи алгебраїчних 

рівнянь. Центральна задача подальших перетворень 

полягає в побудові безпосереднього лінійного зв’язку 

між ключовими невідомими. Потім організація послі-

довного перебору значень цих ключових параметрів, в 

кожному з яких забезпечується виконання умов Куна-

Такера. Це відома відпрацьована схема симплекс про-

цедури. Вибір кращого варіанта відбувається після об-

числення f(x). Всі перетворення згідно алгоритму від-

повідають операціям матричної алгебри над системою 

(2).  

Для побудови ключових співвідношень спочатку 

потрібно виразити вектори (𝑥, 𝑢), через ключові (t, Ω). 

Потім виключити їх з системи. Це спрощує рівняння. 

Представимо два верхніх кліткових рівняння в формі: 

[𝐾 𝑐𝑇 𝑎𝑇 𝑅
𝑐 · · 𝛿

] [

𝑥
𝑢
𝑡

−1

] = [𝐴11
𝑎𝑇 𝑅
· 𝛿

] [

𝑥
𝑢
𝑡

−1

] = 0  (3) 

Клітковий блок 𝐴11 розміром (n+m) повністю ви-

значає зв'язок штатних невідомих з ключовими. При 

цьому, для випадку присутності в задачі умов рівності 

матриця 𝐴11 буде виродженою. Цю матрицю потрібно 

привести до діагональної форми. Можливості матрич-

ної алгебри допускають використання різних варіантів 

стійких перетворень для вирішення цього завдання. 

Але симетрія надто дорогоцінна якість, щоб, можна 

було нею нехтувати. Симетрія – це додаткові аргуме-

нти в питаннях точності, стійкості алгоритму особливо 

для задач великого розміру. Тому доцільно використо-

вувати подібні перетворення, які переносять симетрію 

на результат. Будемо використовувати заміну змінних 

та подібне перетворення з матрицею 𝑃1.  

[

𝑥
𝑢
𝑡

−1

]=𝑃1 [

𝑟
𝜉
𝑡

−1

]     =     [

× × ⋅ ⋅
× × × ⋅
⋅ ⋅ 𝐸 ⋅
⋅ ⋅ ⋅ −1

] [

𝑟
𝜉
𝑡

−1

] . 

Система (2) після еквівалентного перетворення: 

𝑃1
𝑇𝐴 𝑃1 [

𝑟
𝜉
𝑡

−1

]=𝑃1
𝑇 [

∙
∙
𝛺

−2𝑓

] , 

набуде більш простого виду, що допускає визна-

чення вектору 𝑟: 

[

𝐸 ⋅ ⋅ ×
⋅ · × ×
· × × ×
× × × ·

] [

𝑟
𝜉
𝑡

−1

] = [

·
·
𝛺

−2𝑓

]             (4) 

Далі продовжується спрощення матриці з допомо-

гою лівих перетворень для визначення вектора 𝜉. Зале-

жності, що залишаються, встановлюють безпосередній 

зв′язок між компонентами множників Лагранжа 𝑡 та 𝛺. 

Для наочності роботи схеми введемо два вектори 𝑦 =
(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 , … , 𝑦𝑠) та 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, … , 𝑧𝑠). Вважатимемо 

𝑦𝑖  базисними компонентами векторів 𝑡 та Ω, а 𝑧𝑗 – поза 

базисними. Як вектор 𝑦 так і 𝑧 можуть формуватись як 

з компонентів 𝑡𝑗 так і 𝛺𝑗, за одним виключенням: для 

кожного 𝑗  компоненти 𝑡𝑗 та 𝛺𝑗 не можуть одночасно 

входити в один з цих векторів, вони повинні стояти по 

різні боки рівності. Залежність базисних компонент 𝑦 

від небазисних 𝑧 можна представити у такій стандарт-

ній формі: 

[
 
 
 
 
 

𝑦1
𝑦2

𝑦3
𝑦
𝑦𝑠

−2𝑓]
 
 
 
 
 

 =  

[
 
 
 
 
 
⤫ ⤫
⤫ ⤫

⤫ ⤫
⤫ ⤫

⤫ ⤫
⤫ ⤫

⤫ ⤫
⤫ ⤫

⤫ ⤫
⤫ ⤫

⤫ ⤫
⤫ ⤫

⤫ ⤫
𝑏1 𝑏2

⤫ ⤫
𝑏3 𝑏

⤫ ⤫
𝑏𝑠 ⤫]

 
 
 
 
 

  

[
 
 
 
 
𝑧1

𝑧2

𝑧3
𝑧
𝑧𝑠

−1]
 
 
 
 

 .      (5) 

Таким чином, стартова розрахункова система (2) 

переходить до залежності (5), що пов′язує 𝑡 і 𝛺 . Надалі 

виконується циклічна процедура симплекс-схеми. Це, 

по-перше, забезпечення виконання умов Куна-Такера 

(𝑡𝑗𝛺𝑗 = 0). Будемо робити це традиційним шляхом 

призначення всім поза базисним координатам 𝑧 зна-

чення нуль. За ходом процедури можна слідкувати по 

значенням поточного базисного рішення 𝑦. Цей вектор 

повинен бути допустимим, тобто потрібна 

відповідність між невизначеними множниками Ла-

гранжа 𝑡𝑗 та активністю кожної нерівності 𝛺𝑗. Напри-

клад, якщо 𝛺𝑗 < 0 (є неактивною), то 𝑡𝑗 повинен дорів-

нювати нулю. Якщо поточне рішення недопустиме, по-

трібно ввести зміни: відповідні базисні координати пе-

ревести в небазисні і навпаки. Тобто переписати форму 

рівняння (5). Після чого знову представити залежність 

базисних координат від небазисних в канононічному 

вигляді. За тенденцією зменшення цільової функції від 

поза базисних координат потрібно слідкувати по зна-

ченням коефіцієнтів 𝑏𝑗.  

Чисельна процедура складається з конкретного 

набору операцій, лінійних рівнянь, що надають шлях 

до результату. Відповідь на питання про існування рі-

шення, одного чи безлічі можна отримати по результа-

там роботи чисельної процедури над конкретним акту-

альним набором числових даних.  

Якщо рішення існує, допустиме і подальше змен-

шення функціоналу неможливе, то процедуру можна 

виконати за скінченну кількість операцій. Алгоритм 

працює по цій схемі як для задач ЛП так і КП. 

 

3. Приклад модельної задачі лінійного програ-

мування. Розпочнемо аналіз роботи Universal Algo-

rithm з прикладу пошуку оптимальної точки задачі ЛП 

з шістьома параметрами 𝑥 = (𝑥1,  𝑥2, 𝑥3,  𝑥4, 𝑥5,  𝑥6), 5-

ма обмеженнями рівності та 6-ма обмеженнями нерів-

ності. Він пов’язаний з модельною “транспортною” за-

дачею.. 

𝑓(𝑥) =  9𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 6 𝑥4 + 4𝑥5 + 3𝑥6 → 𝑚𝑖𝑛; 
𝑥1 + 𝑥4 = 50; 
𝑥2 + 𝑥5 = 60;                               (6) 

𝑥3 + 𝑥6 = 50; 
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 90; 
𝑥4 + 𝑥5 + 𝑥6 = 70. 

 

𝑥𝑖 ≥ 0;  (і = 1,6)  ; 
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або:  

𝑓(𝑥) =  −[−9 −1 −1 −6 −4 −3]  

[
 
 
 
 
 
𝑥1

𝑥2
𝑥3

𝑥4
𝑥5

𝑥6]
 
 
 
 
 

; 

 

𝜔(𝑥) =

[
 
 
 
 
1 ⋅ ⋅ 1 ⋅ ⋅
⋅ 1 ⋅ ⋅ 1 ⋅
⋅ ⋅ 1 ⋅ ⋅ 1
1 1 1 ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ 1 1 1·]

 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
𝑥1

𝑥2
𝑥3

𝑥4
𝑥5

𝑥6]
 
 
 
 
 

−

[
 
 
 
 
50
60
50
90
70]

 
 
 
 

= 0;  

 

𝛺(𝑥) =

[
 
 
 
 
 
−1 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ −1 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ −1 ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ −1 ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −1 ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −1]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
𝑥1

𝑥2
𝑥3

𝑥4
𝑥5

𝑥6]
 
 
 
 
 

 −

[
 
 
 
 
 
⋅
⋅
⋅
⋅
⋅
⋅]
 
 
 
 
 

≤ 0; 

Матрична форма запису всієї задачі з матрицею А, 

згідно (2), виглядає так: 

 

 

Основна матриця А системи симетрична. Невідомі, 

що підлягають визначенню, це вектори: x, u, t, Ω  роз-

мірами n=6, m=5, s=6, s=6 загальною кількістю 23. Лі-

нійна частина залежностей для визначення цих невідо-

мих складає 17 рівнянь. Додатковий нелінійний блок з 

6 рівнянь формулюється як умови Куна-Такера 𝑡𝑗𝛺𝑗 =

0,   (j=1,6).  

Варіанти рішення поставленої проблеми можуть 

бути різними. В цій роботі основні перетворення над 

матрицею системи виконуються як операції матричної 

алгебри. Як було зазначено вище, головна задача насту-

пних дій полягає у встановленні безпосереднього 

лінійного зв’язку між ключовими невідомими (t, Ω). 

Для цього виконуються декілька послідовних перетво-

рень. Спочатку здійснюється заміна змінних з матри-

цею  𝑃1, розміром 18×18. Її завдання виразити штатні 

невідомі  (𝑥1,  𝑥2, 𝑥3,  𝑥4,

𝑥5,  𝑥6,  𝑢1 , 𝑢2 , 𝑢3 ,  𝑢4 ,  𝑢5 )  через ключові, щоб надалі 

виключити їх з системи рівнянь: 

 
Матриця 𝑃1 підібрана так, щоб подібне перетворення  

𝑃1
𝑇𝐴 𝑃1 приводило клітковий блок 𝐴11 розміром 

(11×11) до діагонального виду.  

Результат цього перетворення приведений нижче: 

 

Наступним буде подібне перетворення з матрицею 

𝑃2 наступної структури : 

 

 
Елементи матриці вибираємо з умов, щоб в результаті 

перетворення 𝑃2
𝑇𝐴′ 𝑃2 було видалено елементи пер-

шого кліткового рядка та стовбця розміром 8. Резуль-

тат буде таким: 

 

Якщо тепер виконати невелике числом операцій та пе-

рестановок, то система розпадається на групи. 
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З них можна визначити компоненти вектора 𝜂, залеж-

ності для  𝜉𝑖𝑗  : 

𝜂𝑗 = 0,  (j=1,8). 

[

𝜉21

𝜉22

𝜉23

] = [
𝛺5 + 60
𝛺6 + 50

·

]. 

А також потрібні нам ключові співвідношення − ліній-

ний зв'язок між множниками Лагранжа 𝑡 та 𝛺.  Форм 

запису такого зв′язку, тобто рішень задачі ЛП може 

бути багато. Спосіб вибрати серед них найкращий 

варіант полягає в їх переборі, кількість яких обмежена. 

Працює симплекс-процедура. Стартові рівняння мають 

вигляд: 

 
(7). 

Зручною вважатимемо таку форму запису, коли легко 

визначати рішення. 

В наведеному вигляді за компоненти базисного век-

тора прийняті такі: y=(𝛺1 𝛺2 𝛺3 𝛺4 𝑡5 𝑡6 ) ,а поза базисні 

– ті, що стоять в правій частині ключових залежностей: 

z=(𝑡1 𝑡2 𝑡3 𝑡4 𝛺5 𝛺6 ). Функціонал 𝑓 виражається через 

коефіцієнти нижнього рядка.  

Щоб виконати умови Куна-Такера процес рі-

шення розпочинається з призначення всім поза базис-

ним координатам значення нуль:  

(𝑡1 𝑡2 𝑡3 𝑡4 𝛺5 𝛺6 )   → 0 . 

В такому разі базисним координатам будуть від-

повідати наступні значення: 

(𝛺1 𝛺2 𝛺3 𝛺4 𝑡5 𝑡6 ) = (20, −60,−50,−70, 6,5). 

Тепер настає черга аналізу отриманого варіанту 

рішення. Він показує, що воно недопустиме. Так, якщо 

𝛺2  < 0  (нерівність неактивна), то 𝑡2 повинно дорівню-

вати нулю; це правильно. Але якщо 𝛺1  > 0 , то 𝑡1 не 

може дорівнювати нулю; це неправильно. 

Тому переходимо до іншого варіанту рішення. 

Для цього плануємо виконати перестановку невідомих: 

вивести з базисних компоненту  𝛺1, а замість неї ввести 

𝑡1. Але на цьому шляху, в даному випадку, виникає 

особливість - діагональний елемент 𝑀11 матриці рів-

няння (7) дорівнює нулю. В такому разі в першому сто-

вбці шукаємо інший (максимальний) елемент 1. Він на-

лежить п′ятому рядку. Тому приймається рішення в 

процесі перестановки вивести з базисних дві компоне-

нти  𝛺1 та 𝑡5 , а ввести 𝑡1 та 𝛺5. 

В результаті перебудування канонічна форма за-

лежностей (7) стане такою: 

 
Повторюємо процес аналізу рішення для цього ва-

ріанту запису системи. Знову призначаємо всім поза 

базисним координатам значення нуль: 

(𝛺1 𝑡2 𝑡3 𝑡4 𝑡5  
𝛺6 )   → 0 . 

Тоді базисним координатам будуть відповідати 

нові значення: 

(𝑡1 𝛺2 𝛺3 𝛺4 𝛺5 𝑡6 ) = (6, −40,−50,−50,−20,−1). 

Аналіз показує, що це рішення допустиме. Від′єм-

ним значенням 𝛺2 , 𝛺3 , 𝛺4 , 𝛺5  
 (обмеження не активні) 

відповідають значення 0 для 𝑡2 , 𝑡3 , 𝑡4 , 𝑡5  
. Це прави-

льно. Значення функціоналу 𝑓 = 470. 
Таким чином, знайдене рішення задовольняє об-

меженням як рівності так і нерівності, і надає функціо-

налу якості мінімального значення. Приведемо повне 

рішення задачі: 

𝑓(𝑥) =  9𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 6 𝑥4 + 4𝑥5 + 3𝑥6 → 𝑚𝑖𝑛; 

𝑥∗ = (𝑥1𝑥2𝑥3 𝑥4 𝑥5𝑥6) = (0, 40, 50, 50, 20, 0); 

(𝑢1𝑢2𝑢3𝑢4𝑢5) =  (−6,−4,−4, 3, 0); 

(𝛺1 𝛺2 𝛺3 𝛺4 𝛺5𝛺6 ) = (0, −40,−50,−50,−20, 0); 

(𝑡1 𝑡2 𝑡3 𝑡4 𝑡5 𝑡6 ) = (6, 0, 0, 0, 0, −1);           (8) 

(𝜉1) = (
53

2
,
47

2
, −

43

2
, −

37

2
, 32, 28,27,23);  

(𝜉21 , 𝜉22 , 𝜉23  ) = (40, 50, 0);  

𝑓(𝑥∗) =  470 → 𝑚𝑖𝑛. 

4. Деформування моделі однопілонної вантової 

споруди зі змінною структурою.  

Конструкції, що складаються з окремих частин, 

пов’язаних між собою односторонніми зв’язками, які в 

процесі експлуатації можуть як входити в контакт (ста-

вати активними) так і роз’єднуватись – це об’єкти змін-

ної структури. Проблеми аналізу напружено-деформо-

ваного стану в них є надзвичайно актуальними. Струк-

турні зміни супроводжуються складними процесами 

дотикань – відривів між областями контактів, напри-

клад, в кінематичних парах, в односторонніх зв′язках 

та інших. 

В якості основного підходу моделювання в таких 

об’єктах приймають метод розрахунку конструкцій по 

частинам, який знайшов широке застосування в різних 

напрямках механіки деформованого тіла. Цей ідеологі-

чний стержень закладений також в основний інженер-

ний інструмент чисельного аналізу яким є МСЕ. В ос-

нові його функціонування лежать два основних етапи: 

дискретизація об’єктів на СЕ та інтеграція ансамбля 

цих елементів в СЕ-модель всієї конструкції. Суть 

етапу інтеграції в класичному МСЕ полягає в тому, що 

при побудові СЕ-моделі всієї конструкції признача-

ються умови рівності відповідних локальних вузлових 
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координат різних СЕ.  

В запропонованому Universal Algorithm ці функції 

розширені: тепер при об′єднанні в СЕ модель констру-

кції між локальними вузловими координатами різних 

СЕ можливо призначати не тільки обмеження рівності 

але і нерівності, наприклад, задавати роботу односто-

ронніх зв’язків.  

Серед сучасних елегантних та економічних 

об′єктів будівництва вантові споруди вирізняють від-

носна легкість та міцність. Їх несучі елементи (ванти) 

працюють тільки на розтягнення.  

З′явилась можливість поєднання значної довжини 

прольотів, відносної легкості, високої ефективності, зі 

значною напруженістю в елементах металоконструк-

цій. Для проектування таких об’єктів необхідна підго-

товка методів розрахунків в умовах односторонніх 

зв′язків, оптимальних рішень. 

Дослідження різних аспектів функціонування 

конструкцій з гнучкими елементами, що працюють 

лише на розтягнення, в тому числі і визначення опти-

мальних значень параметрів можна знайти, поряд з ін-

шими, в [3-7, 17-20]. 

 

Рис. 3 [2] – Вантова мостова споруда 

Запропонована в цій роботі схема загального ал-

горитму визначення оптимальної точки задач квадра-

тичного програмування (КП) працює в тій же послідо-

вності, що і для задач ЛП. Різниця в тому, що в квадра-

тичний функціонал додатково входить матриця жорст-

кості, яка доповнює основну матрицю системи ліній-

них алгебраїчних рівнянь (2). Разом з тим квадратична 

постановка дозволяє значно розширити коло об’єктів 

моделювання задачами лінійного деформування ланок 

конструкцій в умовах контактної взаємодії (при ліній-

них обмеженнях). 

Для чисельної демонстрації особливостей поведі-

нки алгоритму розглянуто модельну задачу однопілон-

ної вантової споруди (рис.4). Конструкція складається 

з декількох окремих частин. Це пілон, дорожнє поло-

тно, ванти. Вона відноситься до споруд змінної струк-

тури. 

Взаємодія пілону та полотна дороги здійснюється 

лише при односторонній деформації розтягнення 20-ти 

канатів, прикріплених в їх точках. Встановлено по 10 

вант з боку берегового та руслового прольотів. У випа-

дках деформування окремих вант, при їх навантажен-

нях або монтажних операціях, коли має місце 

зближення точок кріплення, зв′язки перериваються. В 

таких випадках канати не активні і не приймають уча-

сті в перерозподілі силового потоку. В подібному стані 

може опинитись кожен з канатів, а врахувати його мо-

жна з допомогою обмежень типу нерівності. 

 
Рис. 4 – Модель однопілонної вантової споруди 

Схема споруди, тип елементів, розміри, характе-

ристики матеріалу, характер навантаження вибрані в 

цілому типовими та такими, що допускають, в певних 

випадках, просту аналітичну перевірку результатів ро-

зрахунків. Споруда представляє собою плоску стерж-

неву конструкцію, що здійснює згинально-поздовжню 

деформацію.  

Основі числові дані такі: 

𝐸 = 2 ∙ 105 МПа – модуль пружності матеріалу; 

𝐿𝑏 = 150 м – довжина балки полотна; 

𝐿𝑝 = 75 м – висота пілону; 

𝑙 = 10 м  -  довжина одного прольоту; 

𝐹 = 0.5 м2 – площа перерізу як полотна так і пі-

лону; 

𝐼 = 𝐹/12 м4– це екваторіальні моменти інерції пе-

рерізу; 

𝐹𝑣 = 0.01𝐹 – переріз канату (d≈0.1 м). 
В процесі експлуатації вантові мостові конструкції 

знаходяться під впливом різноманітних видів наванта-

ження (власної ваги, транспортного та будівельного 

устаткування, вітрового навантаження та інших). В да-

ному прикладі до загального навантаження включено 

такі: вагу пілона, подвоєну вагу дорожнього полотна 

та змінне по напрямку вітрове зусилля. Всі складові 

розподілені по глобальним вузлам за схемою (рис.5). 

 
Рис. 5 – Розподілення зовнішнього навантаження 

по глобальним вузлам СЕ сітки. 

За       𝒫0 =  400 kH  прийнята умовна вага одного 

прольоту полотна дороги. Саме ж полотно 
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рівномірно навантажене у вузлах силами, що еквіва-

лентні його 2-х кратній вазі: 

𝒫2 = 𝒫5 = 𝒫8 = ⋯𝒫35 = 𝒫38 = 𝒫41 =
15

7
𝒫0 .  

Вага пілону теж рівномірно розподілена по його 

висоті і прикладена у вузлах: 

 

𝒫44 = 𝒫47 = 𝒫50 = ⋯ 𝒫65 = 𝒫68 = 𝒫71 =
3

4
𝒫0 . 

Вітрове навантаження моделюється горизонталь-

ною складовою 𝒫43 вузлового зусилля на вершині пі-

лону. Проведені числові розрахунки, коли воно зміню-

ється як по величині так і по напрямку. Розглядаються 

різні випадки-варіанти зміни структури конструкції, 

викликані дією вітру.   

Для чисельних розрахунків використана проце-

дура скінченно-елементного моделювання (МСЕ). Пі-

лон та балка прольоту розбиті відповідно на 10 (від 16 

до 25) та 15 однакових СЕ (рис.6).  

 
Рис. 6 – Cкінченно-елементна модель споруди 

Для врахування особливостей деформування  еле-

ментів металоконструкції в якості стандартного вико-

ристано стержневий 2-х вузловий згинально-поздовж-

ній СЕ з 6 степенями свободи (рис.7).  

 
Рис. 7 – Cхема 2-х вузлового згинально-поздовж-

нього СЕ 

Матрична форма зв′язку вектора реакцій 𝑄, що 

утримує СЕ в рівновазі, та його вузлових переміщень 𝑞 

така: 

[
 
 
 
 
 
𝑄1

𝑄2

𝑄3

𝑄4

𝑄5

𝑄6]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 

𝐶 ∙ ∙
∙ 12𝑆 6𝑙𝑆
∙ 6𝑙𝑆 4𝑙2𝑆

−𝐶 ∙ ∙
∙ −12𝑆 6𝑙𝑆
∙ −6𝑙𝑆 2𝑙2𝑆

−𝐶 ∙ ∙
∙ −12𝑆 −6𝑙𝑆
∙ 6𝑙𝑆 2𝑙2𝑆

𝐶 ∙ ∙
∙ 12𝑆 −6𝑙𝑆
∙ −6𝑙𝑆 4𝑙2𝑆 ]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
𝑞1

𝑞2

𝑞3
𝑞4

𝑞5

𝑞6]
 
 
 
 
 

  , 

де: 𝐶 =
𝐸𝐹

𝑙
  - коефіцієнт жорсткості на розтягнення; 

     S  =  
𝐸𝐼

𝑙3
 – параметр жорсткості на згинання. 

Вся СЕ-модель конструкції включає 25 СЕ та 92 

степені свободи, які показані на рис.8. Відмітимо хара-

ктерну особливість дискретизації моделі, яка створює 

необхідні передумови для можливості введення різних 

обмежень. В точках кріплення канатів та пілону вве-

дені спільні для них глобальні координати (викорис-

тані умови рівності). Це переміщення (𝑞43-𝑞72). На від-

міну від них глобальні вузлові переміщення точок крі-

плення на полотні дороги (𝑞1-𝑞30) та переміщення ни-

жніх країв канатів (𝑞73-𝑞92) приймаються різними. 

Тобто ці вузлові точки на старті процесу деформування 

вважаються роз′єднаними. Це надає можливості вста-

новлювати між потрібними вузлами обмеження типу 

нерівності потрібної якості, тобто розглядати задачі де-

формування конструкцій змінної структури.  

 

Рис. 8 – СЕ схема споруди з 92 глобальними степе-

нями свободи 

І тільки процес мінімізації функціоналу надасть 

заключну відповідь про дійсний характер контакту-

вання. Саме такі варіанти передбачені в Universal Algo-

rithm. 

Для формування основного функціоналу Лагра-

нжа розрахункової моделі (рис.4), потрібні значення 

функціоналу цілі та обмеження-нерівності. Запишемо 

його в такому вигляді: 

𝐿(𝑞, 𝑡) = 𝑓(𝑞) + ∑ 𝑡𝑗𝛺𝑗(𝑞)40
𝑗=1  . 

При цьому функціонал цілі 𝑓(𝑞) є квадратичним 

та відповідає повній потенціальній енергії всієї спо-

руди, тобто всіх структурних складових. Він включає: 

𝑓(𝑞) =
1

2
𝑞𝑝

𝑇𝐾𝑝𝑞𝑝 + 
1

2
𝑞𝑏

𝑇𝐾𝑏𝑞𝑏 + ∑𝐶𝑣𝑗(∆𝑙𝑣𝑗)
2 −

20

𝑗=1

𝑞𝑇𝑅; 

де:   𝐾𝑝 – матриця жорсткості пілона; 

       𝐾𝑏 – матриця жорсткості балки полотна 

       𝐶𝑣𝑗  – коефіцієнти жорсткості вантів на  

                розтягнення; 

       ∆𝑙𝑣𝑗  – величини видовження вант при  

                розтягненні; 

                 𝑅   – вектор вузлових навантажень. 

 

4.1. Формування CE-рівнянь пілона та балки по-

лотна. Матричні рівняння рівноваги окремих частин 

споруди (пілона та балки полотна) мають відповідно 

порядки (30⤫30) та (42⤫42). Для їх побудови викорис-

тано матрицю індексів, яка встановлює відповідність 

між локальною нумерацією стандартного СЕ (рис.7) та 

глобальною нумерацією координат споруди (рис.8). Це 

фактично умови рівності: 
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 1 2 3 4 5 6 

1СЕ • • • 1 2 3 

2СЕ 1 2 3 4 5 6 

3CE 4 5 6 7 8 9 

4CE 7 8 9 10 11 12 

- - - - - - - 

14СЕ 37 38 39 40 41 42 

15СЕ 40 41 42 • • • 

16СЕ 46 47 48 43 44 45 

17СЕ 49 50 51 46 47 48 

- - - - - - - 

25CE • • • 70 71 72 

CЕ-рівняння пілона розміром 30 буде таким: 

𝑄𝑝 = 𝐾𝑝𝑞𝑝 − 𝑅𝑝 , 

CЕ-рівняння балки полотна розміром 42 має ви-

гляд: 

𝑄𝑏 = 𝐾𝑏𝑞𝑏 − 𝑅𝑏. 

4.2. Визначення 2-х обмежень-нерівностей для 

кожної з вант при односторонньому деформуванні . 

Розглянемо особливості деформування вант при 

контактній взаємодії з полотном на прикладі 1-го ка-

нату (рис.9). З одного боку кріплення канату в точці B 

прив’язане до пілону - має спільні узагальнені коорди-

нати (𝑞43, 𝑞44). З іншого боку в точці кріплення канату 

до полотна, призначені свої незалежні координати ок-

ремо для балки в точці A (𝑞1, 𝑞2) та канату в точці 𝐴′ 

(𝑞73). Зручно для канату ввести також допоміжні (ло-

кальні) координати (𝑠1, 𝑠2).  

 

Рис. 9– Схема взаємодії 1-го канату та полотна: 

Знайдемо величину видовження канату через його 

узагальнені координати. 

∆𝑙 = 𝑙𝐴𝐵′ − 𝑙𝐴𝐵 ≈ (𝑙𝐴𝐵′
2 − 𝑙𝐴𝐵

2)/(2𝑙𝐴𝐵). 

Якщо позначити  𝑞73=∑
𝑏𝑖−𝑎𝑖

𝑙𝐴𝐵

2
𝑖=1 𝑠𝑖 ;  то:  

∆𝑙 = ∑
𝑏𝑖−𝑎𝑖

𝑙𝐴𝐵

2
𝑖=1  𝑞42+𝑖 +  𝑞73 . 

Відповідне віддалення між точками 𝐴 і 𝐵, що на-

лежать конструкції, буде таким: 

∆𝐴𝐵 = ∑
𝑏𝑖−𝑎𝑖

𝑙𝐴𝐵

2
𝑖=1 (𝑞42+𝑖 − 𝑞𝑖). 

Таким чином, зміна відстаней між точками 

конструкції при її деформуванні в лінійній постановці 

є лінійною функцією глобальних координат споруди. 

Такі особливості деформування 1-го канату мо-

жна записати у вигляді 2-х нерівностей: 

∆𝑙 ≥ 0  та     ∆𝑙 ≥ ∆𝐴𝐵 ,  або:. 

 

{
𝑞73 +

𝑏1−𝑎1

𝑙𝐴𝐵
𝑞43 + 

𝑏2−𝑎2

𝑙𝐴𝐵
𝑞44 ≥ 0,

𝑞73 +
𝑏1−𝑎1

𝑙𝐴𝐵
𝑞1 + 

𝑏2−𝑎2

𝑙𝐴𝐵
𝑞2 ≥ 0.

                     (9) 

Одержані результати для одного канату можуть 

бути узагальнені на весь комплект, та записані для 

всієї споруди у вигляді 40 нерівностей: 

[
 
 
 
 
 
 
 
𝛺1

𝛺2

𝛺3

𝛺4

·
·

𝛺39

𝛺40]
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 

· · · · · −𝑐
−𝑐 −𝑠 · · · −
· · · · · −1
× × −𝑐 −𝑠 × ×
× × × × × ×
× × × × × ×
· × × × × ×
· · × × × × ]

 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑞

1

𝑞
2

·
𝑞

28

𝑞
29

𝑞
43

𝑞
44

𝑞
46

·
𝑞

70

𝑞
71

𝑞
74

·

𝑞
92]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 . 

Тепер отримано всі необхідні залежності для фор-

мування розрахункових рівнянь задачі квадратичного 

програмування (2): 

[
𝐾 𝑎𝑇 𝑅
𝑎 ∙ ∆
𝑅𝑇 ∆𝑇 ∙

] [
𝑞
𝑡

−1
]=[

∙
𝛺

−2𝑓
] .              (10) 

При цьому : 

𝑛 = 92  - кількість вузлових невідомих; 

𝑚 = 0  - кількість обмежень рівності; 

𝑠 = 40  - кількість обмежень нерівностей. 

Матриця 𝐴 системи має розмір (133⤫133), симет-

рична і підготовлена для подальшого аналізу в про-

блемі квадратичного програмування. Важливим є на-

ступний крок схеми. Це - перетворення форми рівнянь 

(10) шляхом виключення з неї вектору 𝑞 та встанов-

лення безпосереднього зв′язку між компонентами 

множників Лагранжа 𝑡 та 𝛺.  

На основі побудованої системи рівнянь в роботі 

виконані варіативні розрахунки НДС споруди для різ-

них варіантах вітрового навантаження. Приведені ви-

падки, коли для деяких з канатів нерівності стають ак-

тивними або навпаки приводять до структурних змін. 

 

4.3. Результати моделювання НДС вантової мо-

стової споруди як конструкції змінної структури 

при варіюванні вітрового навантаження. Споруди з 

використанням гнучких силових елементів (вантові 

споруди), є здебільшого висотними. Вони відносяться 

до відповідальних об′єктів проектування. Особливістю 

їх навантаження є змінність структури цього наванта-

ження та комплексність. Можна виділити регулярну 

складову та додаткову а саме: вітрове, монтажне, 
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транспортне, тощо. В інженерній практиці в таких ви-

падках використовують варіативні комбінації сил, які 

призначають в залежності від умов експлуатації. Розг-

лядають також особливі комбінації як то: штормові, ви-

бухові, монтажні та інші. Такі конструкції при змінах 

навантаження самі можуть змінювати свою структуру. 

З допомогою універсального алгоритму проведено ро-

зрахунок ряду задач.   

1)  𝓟𝟒𝟑= -3𝓟𝟎. Напрямок вітру направлений в бік 

берега. Розглядається споруда за відсутності вант. 

Цей приклад розподілу НДС по конструкції вибрано з 

метою виконання порівняльної оцінки ефективності 

встановлення канатів. Пілон здійснює згинально-поз-

довжнє деформування, яке незалежне від згинальної 

деформації балки. На рис.10 приведені епюри попере-

чних переміщень пілона та полотна (м), поздовжньої 

сили в пілоні (106, н) та згинального моменту (107, нм) 

.  

 
 

 
 

 

Рис. 10 – Вітрове навантаження направлене в бік 

берега. Деформування споруди розглядається без 

впливу вант 

Задача допускає просте аналітичне рішення, яке 

добре співпадає з чисельними розрахунками. Спосте-

рігається значний рівень напруженості та 

деформування. 

2)  𝓟𝟒𝟑= -3𝓟𝟎. Напрямок вітру не змінений, діє в 

бік берега. Але Споруда тепер підкріплена вантами. 

На рис.11 приведені епюри поперечних переміщень пі-

лона та полотна (м), поздовжньої сили в пілоні (106, н), 

розподіл сил по канатам. А також епюра згинального 

моменту по металоконструкції (107, нм).  

 

 
 

 

 

 

Рис. 11 – Деформування споруди з вантами. Під 

впливом навантаження структура споруди змінилась. 

Спостерігаються радикальні зміни. Силова напру-

женість споруди суттєво перерозподілилась. Сили 
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стискання в пілоні виросли в декілька разів. Зате можна 

відмітити значне зменшення переміщень, згинального 

моменту по елементам конструкції. Відповідні зміни 

можна порівняти на приведених епюрах  

Але найбільш радикальна зміна пов’язана зі змі-

ною структури об’єкта, коли 2 крайніх берегових ванта 

виявились розвантаженими.  

 

3)   𝓟𝟒𝟑= -𝓟𝟎. Цей приклад пов'язаний з посту-

повим зменшенням сили вітру. Напрямок його дії за-

лишився в бік берега. Споруда підкріплена 20 ван-

тами, але для цього варіанту тепер не працює один 

береговий вант. Основні параметри напружено-дефо-

рмованого стану наведені на рисунку 12. Загальний ха-

рактер розподілу параметрів деформування мало змі-

нився. 

 
 

 

Рис. 12 – Деформування споруди при зменшенні 

дії вітру в бік берега. Залишились активно працювати 

лише 19 канатів.  

В цьому варіанті спостерігається продовження 

структурних змін споруди внаслідок змін величини та 

характеру зовнішнього навантаження. 

4).  𝓟𝟒𝟑=3𝓟𝟎 . Сила вітру збільшена при зміненні 

також і напрямку. Тенденції змін в параметрах стану 

залишаються незмінними. Епюри переміщень згина-

льно-поздовжнього деформування наведені на рисунку 

13.  

 

Рис. 13 – Зростання вітрового навантаження, роз-

вантаження правого руслового канату, перерозподіл 

силових параметрів. 

Результати показують, що не всі канати в ванто-

вих спорудах ефективно виконують свою роботу. По 

результатам проведених розрахунків також видно, що 

для споруд з односторонніми зв′язками в процесі екс-

плуатації можуть суттєво змінюватись як структура на-

вантаження так і структура самої споруди. В багатьох 

випадках для оцінки напруженості можуть бути корис-

ними методи нелінійного, зокрема квадратичного, про-

грамування. 

 

5. Висновки. На підставі проведених досліджень 

можна зробити наступні висновки: 

• Представлений в роботі Universal Algorithm 

дозволяє поєднати постановки 2-х класів задач нелі-

нійного програмування ( ЛП та КП) в єдиній універ-

сальній формі симетричної матричної залежності. 

• Приведений алгоритм квадратичного програ-

мування може бути використаний в оптимізації та рі-

шенні широкого кола задач деформування конструк-

цій змінної структури в умовах контактної взаємодії 

при односторонніх зв′язках за скінченну кількість 

операцій. 

•  Ефективний алгоритм рішення проблеми ква-

дратичного програмування може бути реалізований з 

використанням операцій матричної алгебри. 

•  Для зменшення кількості операцій в циклічній 

процедурі симплекс-схеми доцільно попередньо з до-

помогою матричних перетворень виключити з сис-

теми розрахункових рівнянь “зайві” невідомі та вста-

новити безпосередній зв′язок між компонентами мно-

жників Лагранжа та значеннями нерівностей.  

•  Як приклад, можуть бути корисними наведені 

результати чисельних розрахунків модельних задач 

деформування вантової споруди.  
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