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УПРУГИЕ СВОЙСТВА И КРИТЕРИЙ ПРОЧНОСТИ АРМИРОВАННОГО КОМПОЗИТА 

 
Плетеные композиционные материалы находят всё возрастающее применение в различных областях современной техники. В 

отличие от композитов, армированных прямолинейными волокнами, они имеют более высокую прочность при нагружении 

касательными напряжениями и повышенные характеристики ударной вязкости. Тканые композиты обладают хорошими тех-

нологическими свойствами. Заготовки с углеродными или стеклянными тканями хорошо выкладываются на оснастку при 

изготовлении тонкостенных элементов конструкций сложных форм. Технологические преимущества тканых композицион-

ных материалов обусловили экономическую целесообразность широкого использования их в авиационной промышленности 

и автомобилестроении. В работе изложена численная методика идентификации упругих и прочностных характеристик пле-

теного углепластика по результатам микромеханического анализа представительного объема на основе известных свойств 

матрицы и волокон. Проведены численные эксперименты на одноосное растяжение в направлениях осей x, y и z. Смодели-

рованы сдвиг в трех координатных плоскостях. Определены прочностные характеристики представительского объема ком-

позита в условиях растяжения и сжатия в трех направлениях, сдвигов в трех плоскостях и трех биаксиальных растяжениях. 

Ключевые слова: композитные материалы, упругие свойства, критерий прочности, представительный объем, матрица, 

волокна. 

 
Плетені композиційні матеріали знаходять все зростаюче застосування у різних галузях сучасної техніки. На відміну від 

композитів, армованих прямолінійними волокнами, вони мають більш високу міцність при навантаженні дотичними напру-

гами та підвищені характеристики ударної в'язкості. Ткані композити мають гарні технологічні властивості. Заготівлі з вуг-

лецевими або скляними тканинами добре викладаються на оснастку при виготовленні тонкостінних елементів складних кон-

струкцій форм. Технологічні переваги тканих композиційних матеріалів зумовили економічну доцільність широкого викори-

стання їх у авіаційній промисловості та автомобілебудуванні. У роботі викладено чисельну методику ідентифікації пружних 

та міцнісних характеристик плетеного вуглепластику за результатами мікромеханічного аналізу представницького обсягу на 

основі відомих властивостей матриці та волокон. Проведено чисельні експерименти на одновісне розтяг у напрямках осей x, 

y та z. Змодельовано зсув у трьох координатних площинах. Визначено міцнісні характеристики представницького обсягу 

композиту в умовах розтягування та стиснення у трьох напрямках, сдвигів у трьох площинах та трьох біаксіальних розтягах. 

Ключові слова: композитні матеріали, пружні властивості, критерій міцності, представницький об’єм, матриця, воло-

кна. 

 
Woven composite materials are increasingly being used in various fields of modern technology. Unlike composites reinforced with 

straight fibers, they have a higher shear stress loading strength and improved impact strength characteristics. Woven composites have 

good technological properties. Blanks with carbon or glass fabrics are well laid out on tooling in the manufacture of thin-walled struc-

tural elements of complex shapes. The technological advantages of woven composite materials have determined the economic feasi-

bility of their widespread use in the aviation industry and the automotive industry. The paper presents a numerical method for identi-

fying the elastic and strength characteristics of woven carbon fiber based on the results of a micromechanical analysis of a representa-

tive volume based on the known properties of the matrix and fibers. Numerical experiments on uniaxial tension in the x, y, and z axes 

directions have been carried out. Modeled shift in three coordinate planes. The strength characteristics of the representative volume of 

the composite under conditions of tension and compression in three directions, shifts in three planes, and three biaxial tensions are 

determined. 

Key words: composite materials, elastic properties, strength criterion, representative volume, matrix, fibers. 
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Вступ. Композитні матеріали, які складаються з 

двох або більше складових матеріалів, зазвичай вико-

ристовуються в передових галузях промисловості, 

наприклад, у аерокосмічній та автомобільній. Це по-

яснюється відповідними механічними властивостями, 

такими як висока питома міцність і жорсткість, низька 

щільність і висока стійкість до корозії. Однак обмеже-

не розуміння поведінки композитного матеріалу вима-

гає додаткових досліджень. Це також ускладняється 

тим, що поведінка цих матеріалів залежить від укла-

дання, напрямку навантаження, розміру зразка та 

впливу навколишнього середовища, наприклад темпе-

ратури та вологи. 

Один з найпопулярніших чисельних методів для 

проведення аналізу напружено-деформованого стану 

композитів у наш час є скінчено-елементний. Він до-

зволяє використовувати детальну геометричну модель 

конструкції, а також задати фізичні властивості всіх 

матеріалів, з яких виготовлені елементи конструкцій. 

 

Літературний огляд. Методи визначення макро-

скопічних статичних характеристик композитного 

матеріалу базуються на вирішенні задач визначення 

напружено-деформаційного стану (НДС) у мікроско-

пічних елементах структури, одержання наведених 

властивостей матеріалу та проведення досліджень на 

макроскопічному рівні. 

Існує два способи визначення ефективних пруж-

них характеристик композиційних матеріалів. Перший 

із них представляє із себе фізичні випробовування 

зразків композитів. Другий включає у себе застування 

методів структурного аналізу. Макроскопічні фізичні 
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та механічні параметри композиційних матеріалів ви-

значаються за допомогою використання аналогічних 

величин складових цього композиту, видів та умов їх 

з’єднання та інших мікрoскопічних характеристик.  

Другий спосіб є більш ефективним та економіч-

ним. Окрім точного визначення макроскопічних хара-

ктеристик, він дозволяє прогнозувати міцністні та ін-

ші характеристики під впливом різних видів експлуа-

тації. Більш того такий спосіб дослідження композитів 

дає можливість створювати нові матеріали з викорис-

танням різних умов з’єднання їх складових таких, що 

у свою чергу може покращити характеристики різних 

конструкцій. Саме тому розробка нових теоретичних 

методів визначення НДС композиційних матеріалів є 

досить актуальною та сучасною темою для дослі-

дження. 

На сьогоднішній день запропонована велика кі-

лькість структурних моделей для композиційних ма-

теріалів різних типів. Найбільш численний клас моде-

лей для розроблено для регулярно армованих компо-

зитів. Класичним типом є метод осереднення. Його 

суть полягає у перетворенні коефіцієнтів диференціа-

льних рівнянь у часткових похідних із змінних вели-

чин у константи. У задачах теорії пружності метод 

осереднення представляє із себе приведення задачі 

про неоднорідне тіло до її постановки для еквівалент-

ного гомогенного матеріалу. 

Як зазначено у [1] першими відомими моделями, 

які були запропоновані та використані для оцінки вла-

стивостей композитів, є моделі Voigt [2] та Reuss [3]. 

Модель Фойгта також відома як модель правила 

суміші, в той час як модель Рейсса також відома як 

модель, обернена до суміші, або модель ізонапружен-

ня. У методі Ваніна [4] використовуються комплексні 

функції для визначення ефективних пружних 

коефіцієнтів односпрямованих пластин. 
Напівемпіричні моделі виникли для виправлення пра-

вила моделі суміші, де вводяться коригувальні коефіцієнти. 

Під цією категорією відмічено три важливі моделі: мо-

дифіковане правило суміші, модель Халпіна – Цай [5] і мо-

дель Шаміса [6]. Модель Халпіна – Цай виникла як 

напівемпірична модель, яка має тенденцію коригувати по-

перечний модуль Юнга та модуль поздовжнього зсуву. 

Мікромеханічна модель Шаміса є найбільш використовува-

ною та надійною моделлю, яка дає формулювання для всіх 

п'яти незалежних пружних властивостей. Хашин і Розен [7] 

запропонували модель збірки композитного циліндра для 

оцінки еластичні властивості поперечно-шарових ламінат-

них композитів. Алфоотов [8] визначив механічні власти-

вості поперечно-ламінатних армованих композитів з пер-

пендикулярними волокнами. Крістенсен [9] запропонував 

узагальнену самоузгоджену модель, щоб краще оцінити 

модуль поперечного зсуву. Модель Морі – Танаки [10] часто 

застосовують для моделювання різних видів композиційних 

матеріалів. Волокна моделюються включеннями, вбудова-

ними в однорідне середовище. Самоузгоджену модель за-

пропонували Хілл [11] та Будянський [12] для прогнозуван-

ня пружних властивостей композиційних матеріалів, армо-

ваними ізотропними сферичними частинками. Пізніше мо-

дель була представлена та використана для прогнозування 

пружних властивостей композитів з короткими волокнами 

[13]. Huang [14] запропонував нову мікромеханічну модель. 

Модель розроблена для прогнозування жорсткості та міц-

ності поперечно-шарових ламінатних композитів. Врахову-

ючи структуру кубічної симетрії та використовуючи про-

грамне забезпечення ANSYS, В роботі досліджено ефек-

тивні характеристики таких композитів. Для визначення 

ефективних пружних властивостей ортогонального неткано-

го композиту, армованого волокнами, проведено численні 

дослідження деяких напружених станів у типовій елемен-

тарній комірці. Застосування чисельних методів для 

вирішення різних задач механіки композитів досить поши-

рене. Сьогодні можна знайти велику кількість результатів 

чисельних досліджень та різні стратегії для виконання  чи-

сельного аналізу різних моделей плетених композитів [15-

19]. 

Найчастіше серед усіх чисельних методів використо-

вують метод скінчених елементів. МСЕ – найбільш попу-

лярний у сучасних дослідженнях механіки суцільного сере-

довища. За його допомогою можна побудувати модель кон-

струкції довільної форми та структури. У основі методу 

скінчених елементів лежить поелементна апроксимація кон-

струкції. Однією з основних переваг скінчено-елементних 

моделей є можливість отримання точного та детального 

поля напруження-деформації на складовому рівні для будь-

якого переплетення. Ця інформація, у свою чергу, може 

бути використана при розробці та оптимізації матеріалів, а 

також у пошуку альтернативних/доповнюючих стратегій 

моделювання. 

У роботі [20] наведено дослідження пружних 

властивостей композитів на основі математичної мо-

делі, побудованої за допомогою методу скінчених 

елементів. Використовується представницький об’єм 

композиційного матеріалу. У цій моделі враховано 

стохастичне розташування волокон у матриці компо-

зиту. Було визначено фізичні характеристики компо-

зитного матеріалу та визначено розміри представле-

них елементів його об’єму. В результаті отримано 

залежності величин ефективних пружних постійних 

від геометричного розміру і пружних властивостей 

елементів композиту. Розглянутий тип КМ має вла-

стивість моноклинної симетрії із скінченим числом 

реалізацій випадкового розташування армуючих во-

локон. 

У ще одній роботі цих самих авторів [21] прове-

дено дослідження того, як дефекти розділу, які часто 

виникають між волокнами та матрицею, впливають на 

ефективну теплопровідність волокнистих композитів. 

Гомогенізація цього композиту математично сформу-

льована та чисельно реалізована за допомогою методу 

скінченних елементів. 

У роботі [22] теоретично досліджено механічні 

властивості тканих текстильних композитів з 

полімерною матрицею, посиленою карбоновими 

нанотрубками, та порівняно результати з експеримен-

тальними випробуваннями. Підхід Морі-Танаки був 

розглянутий для оцінки та тестування механічних вла-

стивостей епоксидної смоли, армованої карбоновими 

нанотрубками, а також три різні методи гомогенізації: 

Шаміса, Хана і Халпина-Цая для композиту, виготов-

леного з вуглецевих тканин і збагаченої смоли. 

Порівняння показало добру узгодженість між теоре-

тичними підходами та експериментальними результа-

тами. Такі нові конфігурації можуть бути використані 

для подальшого чисельного моделювання з викори-

станням методу скінченних елементів, щоб розробити 
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автомобільні конструктивні компоненти. 

У роботі [23] проведено порівняння результатів 

пружніх характеристик однонаправленого композиту, 

отриманих за допомогої МСЕ, та аналітичною 

напівемпіричною моделлю Халпина-Цая. 

У роботі [24] ефективні пружні властивості 

полістиролового композиту, армованого сизалем, були 

експериментально оцінені та підтверджені аналітично 

та чисельно з використанням підходу чисельної гомо-

генізації. Отриманий експериментальний результат 

порівнювався з феноменологічними моделями (прави-

ло сумішей і Халпіна–Цай). У результаті було виявле-

но, що на ефективні властивості пружності, такі як 

поздовжній модуль, поперечний модуль і коефіцієнт 

Пуассона в площині армованих сизалем полістироль-

них композитів впливають такі параметри, як наван-

таження на волокно, площа поперечного перерізу та 

вид представницького об’єму композиту. 

У роботі [25] розглядається мікромеханічне мо-

делювання пружно-пластичних композитів, армова-

них частинками, під дією загальних немонотонних 

історій навантаження. Використовується математична 

модель Морі-Танака для гомогенізації композита, во-

на застосована до кількох композиційних систем з 

пружно-пластичною матрицею та сферичними або 

еліпсоїдними включеннями, підданих різним наван-

таженням (розтягнення, плоска деформація, циклічний 

розтяг/стискання).  

Ще одна робота [26] використовує гібридну мо-

дель Морі-Танака для моделювання композиційних 

матеріалів, армованих включеннями довільної форми 

та випадкової орієнтації. У статті розглядаються чи-

сельні процедури, пов'язані з гібридною гомо-

генізацією як для лінійних, так і для нелінійних ком-

позитів. Гомогенізація в нелінійному режимі 

здійснюється шляхом поєднання моделі Морі-Танаки 

з скінченно-елементним методом розв’язку еквіва-

лентної задачі включення за допомогою ітераційної 

процедури. Проаналізовано композити, що містять 

пружно-пластичну матрицю, армовану лінійно-

пружними сферичними та кубічними включеннями. 

Результати, отримані за допомогою методу гібридної 

гомогенізації, порівнюються з чистим числовим 

рішенням, отриманим шляхом гомогенізації МСЕ на 

основі представницького об’єму композиту, що 

містить значну кількість включень. Результати, отри-

мані за допомогою гібридної та чисельної гомо-

генізації, добре корелюють між собою. 

У роботі [27] представлено нову методику про-

гнозування ефективних модулів пружності текстиль-

них композитів за допомогою комбінованого підходу 

методів гомогенізації та скінчених елементів. Метод 

гомогенізації вперше застосовується для дослідження 

мезомікроскопічної поведінки матеріалу одноволок-

нистої пряжі на основі властивостей складових компо-

зиту. Потім за допомогою тривимірного скінченно-

елементного аналізу чисельно отримано ефективний 

нелінійний тензор механічної жорсткості як функції 

елементних деформацій. Процедура наведена на при-

кладі скляного композиту гладкого переплетення та 

підтверджена шляхом порівняння з експерименталь-

ними даними.  

У роботі [28] показано, що розв’язавши проблему 

осередку періодичності для армованого волокном 

композиту, можна отримати гомогенізований (також 

званий ефективним, загальним, макроскопічним) кри-

терій міцності композиту (тобто критерій міцності 

складових елементів композиту в термінах гомо-

генізованих напружень або деформацій). Метод побу-

дови гомогенізованого критерію міцності адаптовано 

для випадку, коли задачу аналізу комірки періодич-

ності розв’язують чисельно. Для композиту, армова-

ного ортогональними системами волокон, гомогенізо-

ваний критерій міцності можна отримати в явному 

вигляді. Це можливо тому, що максимальні локальні 

напруження в композитах, армованих ортогональними 

системами волокон, виникають у певних ділянках і 

мають особливі форми. Наведено приклад для випад-

ку, коли для волокон і матриці використовується кри-

терій міцності Мізеса. Хоча критерій гомогенізованої 

міцності записується в явному вигляді, для обчислен-

ня констант у ньому все одно необхідні чисельні об-

числення. 

У роботі [29] використовується метод гомо-

генізації середнього поля. Це клас універсальних і 

точних методів, які використовуються для аналізу 

різних типів композитів, від односпрямованих чи тек-

стильних композитів до композитів, армованих корот-

кими волокнами, чи посилених нанотрубками. У статі 

було представлено поглиблений огляд трьох кроків 

для композитів із різноманітною архітектурою ар-

мування, включаючи безперервні прямі, розривні ко-

роткі, розривні вигнуті або хвилясті (включаючи 

нанотрубки), текстильні та волокна. 

Більшість композитних матеріалів, що застосо-

вуються в реальних конструкціях, мають складну гео-

метричну структуру. Це ускладнює створення 

аналітичних виразів і часто не дозволяє зводити по-

ставлене завдання одного з класичних видів з фіксо-

ваним типом композиту, для якого є відоме аналітичне 

рішення. І само тому ефективно використовують чи-

сельні методи. Найкраще себе показали у дослідженні 

НДС композитів – метод граничних елементів (МГЕ), 

метод скінчених різниць (МСР) і метод скінчених 

елементів (МСЕ). 

Дослідження міцності композитів проводиться на 

основі двох підходів: класичного та структурного. 

У класичному феноменологічному підході ком-

позит розглядається у вигляді макрооднорідного та 

анізотропного матеріалу. Цей напрямок представле-

ний великою кількістю робіт [30-37] в яких запропоно-

вані різні математичні моделі для оцінки міцності компози-

тного матеріалу. 

 

Постановка задачі. Для дослідження ефектив-

них механічних властивостей композиту було розгля-

нуто тривимірну модель представницького об’єму 

армованого композиту. Для проведення мікромехані-

чного аналізу необхідно: 

- Розробити методику чисельного визначення 

ефективних пружних постійних армованих компози-

ційних матеріалів; 
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- Провести чисельні моделювання напруженого 

стану представницького об’єму для необхідних базо-

вих експериментів. 

- Визначити параметри, що входять до критерію 

міцності композиційного матеріалу на основі відомих 

границь міцності волокна та матриці. 

 

Ефективні пружні постійні композиційного 

матеріалу. Для проведення розрахунків елементів 

конструкцій з композитних матеріалів композити роз-

глядаються як гомогенні анізотропні матеріали з усе-

редненими пружними характеристиками. Фізичні за-

лежності анізотропного матеріалу в загальному випа-

дку анізотропії мають вигляд: 

ij ijkl klA = , (i, j, k, l = 1,2,3)           (1) 

де Aijkl – пружні постійні еквівалентного гомоген-

ного матеріалу; 

ij , 
ij  – середні значення напружень та 

деформацій. 

У більшості випадків структура композитного 

має певну симетрію. У багатьох випадках усереднення 

пружних властивостей композиту дозволяє розглядати 

його як ортотропний матеріал. 

Якщо координатні площини прийнятої системи 

координат паралельні площинам симетрії пружних 

властивостей ортотропного матеріалу, то закон Гука 

зручно зобразити у матричній формі [38]: 

               11 12 13
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Для прикладних розрахунків використовуються 

технічні пружні сталі 
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Закон Гука у зворотній формі записується у ви-

гляді лінійної залежності напружень від деформацій 

таким чином:  

ij ijkl klB = , (i,j,k,l = 1,2,3)           (4) 

де Bijkl – компоненти матриці жорсткості, 

[B] – обернена матриця пружних постійних, [B] = 

[A]-1. 

У разі ортотропного матеріалу закон Гука у зво-

ротній формі має вигляд [38]:  
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.     (5) 

Ортотропний композит характеризується дев'я-

тьма незалежними пружними постійними (технічні 

характеристики пружності – модуль Юнга, зсуву та 

коефіцієнти Пуасону у відповідних головних напрям-

ках та площинах) Ex, Ey, Ez, Gxy, Gyz, Gxz, νxy, νyx, νyz [39] 

 

Визначення пружних властивостей армованих 

композитів. Розглянуто армований композиційний 

матеріал, представницький об'єм якого зображений на 

рис.1 
 

 
а) 

 
б) 

Рисунок 1 – Модель представницького об’єму армованого 

композиту: а) – представницький об'єм; б) – структура ар-

мування волокнами 

 

Дане переплетення волокон відповідає [40] поло-

тняному переплетенню ниток у тканинах. 

Об’єм композиційного матеріалу може бути 

представлений як гомогенний ортотропний матеріал. 

Напружений стан цього матеріалу можна охарактери-

зувати наступним чином [41]: 

1
ij ij

V

dV
V

 =    (6) 

де V – об’єм гомогенного матеріалу. 

Аналогічним чином визначається деформований 

стан [41]: 
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1
ij ij

V

dV
V

 =    (7) 

Закон Гука у прямокутній декартовій системі ко-

ординат визначається наступним чином у разі, якщо 

ця система збігається з площинами симетрії гомоген-

ного ортотропного матеріалу [42]: 

11 12 13x x y zb b b   = + +  

21 22 23y x y zb b b   = + +              (8) 

31 32 33z x y zb b b   = + +                   

44xy xyb = ;     
55yz yzb = ;     

66zx zxb =  

де bij – пружні постійні еквівалентного гомоген-

ного матеріалу. 

Матриця пружних постійних є симетричною: 

bij = bji. Якщо армування однаково у напрямах x і z , то 

пружні властивості у цих напрямках однакові. Через 

це у законі Гука мають місце рівності: 

b11 = b33;     b12 = b23;     b44 = b66              (9) 

Для чисельного дослідження використовується 

мінімальний представницький об’єм (рис. 1), який у 

всьому об’ємі композиційного матеріалу періодично 

повторюється за трьома напрямками.  

Для чисельного аналізу за допомогою cкінчено-

елементного методу використовується ПК ANSYS; 

геометрична модель представницького об’єму була 

розбита на елементи SOLID186 з 20-ма вузлами та 

трьома ступенями свободи в кожному вузлі. Скінчено-

елементна модель має 82542 елементів та 265833 вуз-

лів (рис. 2). Геометричні розміри моделі: вздовж осей 

x та z, відповідно, a = с = 4∙10-3 м, вздовж осі y – b = 

0.4∙10-3 м. Початок системи координат знаходиться у 

точці x = 4∙10-3, y = 0.4∙10-3, z = 4∙10-3. 

 

 
Рисунок 2 – Скінчено-елементна модель 

 

При заданні механічних властивостей матеріалів 

вважається, що осі вздовж волокон збігаються з осями 

координат х і z. Було створено 3 матеріали, які відпо-

відали волокнам уздовж осі х (матеріал 1); волокнам 

уздовж осі z (матеріал 2) та матриці (матеріал 3). Ма-

теріал волокон – вуглець, матеріал матриці – епоксид-

на смола.  

Характеристики для матеріалу 1 задавалися, як 

для ортотропного, армування у напрямку осі х. Відпо-

відно; характеристики для матеріалу 2 (табл. 1) визна-

чаються аналогічно але враховується, що вісь волокна 

для 2-го матеріалу спрямована вздовж осі z. 

 

 

Таблиця 1 – Пружні характеристики волокон 

№ мат-лу Eх, ГПа Ey, ГПа Ez, ГПа Gxy, ГПа Gyz, ГПа Gxz, ГПа νxy νyz νxz 

1 160 9.82 9.82 4.68 3.8 4.68 0.02 0.29 0.02 

2 9.82 9.82 160 3.8 4.68 4.68 0.29 0.02 0.02 

 

Матеріал 3 є ізотропним та відповідає матриці 

(табл. 2) 

 
Таблиця 2 – Пружні характеристики матриці 

№ матеріалу E, ГПа ν 

3 4.2 0.4 

 

Для знаходження еквівалентних пружних постій-

них bij виконується аналіз НДС представницького 

об’єму композиту (рис. 1). Численними експеримен-

тами моделюються чотири  виду деформування: одно-

вісне розтягнення у напрямах x, y та зсув у площинах 

xy, xz. 

Граничні умови для аналізу НДС представниць-

кого об'єму, що відповідають цьому виду деформу-

вання композиту і надалі для всіх експериментів – 

умови симетрії щодо граничних площин. 

 

Перший чисельний експеримент моделює од-

новісне розтягнення представницького об’єму у бік 

орієнтації волокон, осі x. 

Величина деформації визначається x ==10−3. 

Така деформація забезпечується переміщеннями 

x
x a

u
=

=∙a.  

Середні значення компонентів тензора деформа-

ції мають значення: 
310x

−= ; 0y = ; 0z = ; 

0xy = ; 0yz = ; 0zx = .                   (10) 

Граничні умови симетрії визначаються для пер-

ших трьох експериментів наступним чином: 

на площині x = 0: 

ux = 0; τxy = 0; τxz = 0; 

на площині y = 0: 

uy = 0;τxy = 0;τyz = 0;                                             (11) 

на площині z = 0: 

uz = 0; τyz = 0; τxz = 0. 

На інших граничних поверхнях для першого екс-

перименту переміщення задаються: 

на площині x = a: 

ux = ∙a; τxy = 0; τxz = 0; 

на площині y = b: 

uy = 0;τxy = 0;τyz = 0;                                             (12) 

на площині z = c: 

uz = 0; τyz = 0; τxz = 0. 
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У всіх шести експериментах при розрахунках у 

ANSYS задаються лише переміщення, а рівність нулю 

напружень виконуються автоматично за замовчуван-

ням у цьому програмному комплексі. 

Після завершення аналізу НДС у постпроцесорі 

визначено середні значення напружень x , y , 

z . 

Результати першого чисельного експерименту 

дозволяють знайти на основі співвідношень (8) насту-

пні пружні характеристики еквівалентного матеріалу: 

11 x xb  = ;
12 y xb  = ;

13 z xb  = .  (13) 

На рис. 3-8 представлені результати напружень 

та переміщень для першого чисельного експерименту. 

 

 
а) 

 
б) 

Рисунок 3 – Розподіл напружень σx, Па: а) – всієї моделі; б) – 

волокон 

 

 
а) 

 
б) 

Рисунок 4 – Розподіл напружень σy, Па: а) – всієї моделі; б) – 

волокон 

 

 
а) 
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б) 

Рисунок 5 – Розподіл напружень σz, Па: а) – всієї моделі; б) – 

волокон 

 

 
а) 

 
б) 

Рисунок 6 – Розподіл переміщень ux, м: а) – всієї моделі; б) – 

волокон 

 

 
а) 

 
б) 

Рисунок 7 – Розподіл переміщень uу, м: а) – всієї моделі; б) – 

волокон 

 

 
а) 
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б) 

Рисунок 8 – Розподіл переміщень uz, м: а) – всієї моделі; б) – 

волокон 

      

Другий чисельний експеримент моделює одно-

вісне деформування у іншому напрямку волокон – осі 

z. 

Третій чисельний експеримент моделює одно-

вісне розтягнення у напрямі, перпендикулярному 

площині орієнтації волокон, осі y. 

Четвертий чисельний експеримент моделює 

поперечний зсув матеріалу у площині xy. 

П'ятий чисельний експеримент моделює попе-

речний зсув матеріалу у площині yz. 

Шостий чисельний експеримент моделює по-

перечний зсув матеріалу у площині xz. 

В результаті 6-х розрахунків моделі з умовами 

симетрії отримані пружні постійні bij еквівалентного 

гомогенного матеріалу, наведені в таблиці 3. У табли-

ці 4 представлена матриця коефіцієнтів податливості 

аij, обернена матриці коефіцієнтів жорсткості bij: 

[A] = [B]−1. 

 
Таблиця 3 – Матриця коефіцієнтів bij 

4.5919e10 0.3811e10 0.3836e10 

0.3811e10 0.9478e10 0.3811e10 

0.3836e10 0.3811e10 4.5919e10 

 

Таблиця 4 – Матриця коефіцієнтів аij 

0.0226e-9 -0.0086e-9 -0.0012e-9 

-0.0086e-9 1.1243e-9 -0.0086e-9 

-0.0012e-9 -0.0086e-9 0.0226e-9 

 

Використовуючи співвідношення (3) отримуємо 

значення технічних пружних характеристик еквівале-

нтного гомогенного матеріалу. Ці постійні матеріали 

наведені у табл. 5, 6. 

 
Таблиця 5 – Модулі пружності гомогенного матеріалу 

Ex, Па Ey, Па Ez, Па Gxy, Па Gyz, Па Gxz, Па 

4.4267‧

1010 

8.8942‧

109 

4.4267‧

1010 

2.4223‧

109 

2.4223‧

109 

3.1664‧

109 

 

Таблиця 6 – Коефіцієнти Пуассона гомогенного матеріалу 

xy
 yx

 yz
 zy

 xz
 zx

 

0.3813 0.0766 0.0766 0.3813 0.0519 0.0519 

 

Для того, щоб оцінити міцність композиційного 

матеріалу необхідно визначити характеристики міц-

ності композиту на основі експериментальних випро-

бувань на міцність конкретного ортотропного матері-

алу. У випадку для ортотропного композиту необхід-

но провести 12 фізичних експериментів. При чисель-

ному моделюванні необхідно провести аналіз напру-

женого стану представницького об’єму в умовах роз-

тягування (стиснення) у трьох напрямках, зсувах у 

трьох площинах та трьох біаксіальних навантажень. У 

разі, якщо структура має однакові властивості у двох 

напрямках (x та z), кількість незалежних констант (та 

експериментів) скорочується до восьми. 

Відмінність у границях міцності при розтягуванні 

та стисканні визначається при обробці результатів 

чисельних експериментів. Це дозволяє визначити всі 

константи в критерії міцності на основі таких дослі-

джень напруженого стану представницького об’єму: 

1 – одновісне розтягнення (стиснення) вздовж осі 

x (рис. 2), середнє напруження при цьому 

x =1 МПа= ; 

2 – одновісне розтягнення (стиснення) вздовж осі 

y, y = ; 

3 – двохосьове розтягнення вздовж осей x та z, 

x = z = ; 

4 – двохосьове розтягнення вздовж осей y та z, 

y = z = ; 

5 – зсув у площині xy: xy ==10−3  

6 – зсув у площині xz: =. 

 

Перший чисельний експеримент за міцністю 

моделює одноосьовий напружений стан – розтяг уз-

довж осі x під дією x = . Таке навантаження 

буде відповідати наступним деформаціям (2): 

; ;   (14) 

де aij (i,j=1,2,3) беруться із табл. 4.  

Далі обчислюються переміщення, що відповіда-

ють цим деформаціям, на граничних площинах моде-

лі: 

x x
x a

a 
=
=  = x ; 

y y
y b

b 
=
=  = y ;                                         (15) 

z z
z c

c 
=
=  = . (5.2) 

Граничні умови для 1-го експерименту мають ви-

гляд: 

на площині x = 0: 

ux = 0; τxy = 0; τxz = 0; 

на площині y = 0: 
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uy = 0; τxy = 0; τyz = 0; 

на площині z = 0: 

uz = 0; τyz = 0; τxz = 0;                                            (16) 

на площині x = a: 

ux = x ;  τxy = 0; τxz = 0; 

на площині y = b: 

uy = y ;  τxy = 0; τyz = 0; 

на площині z = c: 

uz = .;  τyz = 0; τxz = 0. 

Провівши розрахунок НДС і отримавши розподіл 

еквівалентних по Мізесу напружень Seqv, знаходимо 

локальне напруження окремо для волокон, розташо-

ваних уздовж осі x (осі навантаження), fibersSeqv  

(рис. 9). 

 

 
Рисунок 9 – Розподіл еквівалентних за Мізесом напружень 

fibersSeqv
 , Па 

 

Границі міцності були прийняті такі: 

- на розтяг волокон f  = 3950 МПа; 

- на розтяг матриці pm  = 80 МПа;  

- на стиск матриці cm  = 150 МПа, 

Коефіцієнт допустимого навантаження fk для 

волокон можна визначити за наступною формулою: 

f
f

eqv fibers
k

s


=                     (17) 

fk  = 822.9167 

Граничне напруження, що призводить до руйну-

вання волокон при розтягуванні композиту вздовж осі 

x, визначається за наступною формулою: 

= fk  .                            (18) 

 = 8.2292‧109 Па 

Для матриці визначаємо максимальну еквівален-

тне напруження за Мізесом matrixSeqv  (рис. 10). 

 

 
Рисунок 10 – Розподіл еквівалентних за Мізесом напружень 

matrixSeqv  , Па 

Тепер визначаємо коефіцієнти навантаження mk +
 

та mk −
 для матриці 

,pm cm
m m

eqv matrix eqv matrix
k k

s s
 + −= = ,     (19) 

mk +
= 98.8875 mk −

=185.4141 

де тут і далі верхній індекс «+» означає розтяг, а 

«-» – стискання. 

Далі знаходимо граничне напруження, що приз-

водить до руйнування матриці композиту при розтя-

гуванні та стисненні вздовж осі х, відповідно: 

          (20) 

 = 9.8888‧108 Па 

 = 1.8541‧109 Па 

З двох значень  і  вибирається менше, яке 

є розрахунковою границею міцності композиту при 

розтягуванні  вздовж осі x: 

- якщо  <     ;                             (21) 

- якщо  >     . (5.8) 

Аналогічно з двох значень  та  вибираємо 

менше, щоб вважати його границею міцності компо-

зиту  і при стисненні вздовж осі х: 

- якщо <     = ;                             (22) 

- якщо >     = . (5.9) 

Таким чином, у першому експерименті визнача-

ються  та . 

 = 9.8888‧108 Па 

 = 1.8541‧109 Па 

 

Другий чисельний експеримент за міцністю 

моделює одноосьовий напружений стан – розтяг уз-

довж осі y під дією y = . Таке навантаження 

буде відповідати наступним деформаціям (2): 

21x y a =  ;
22y y a =  ; 

23z y a =  . (23) 

Далі обчислюються переміщення, що відповіда-

ють цим деформаціям за формулами (14). Граничні 

умови – визначаються як (15). 

 Провівши розрахунок НДС і, отримавши роз-

поділ еквівалентних по Мізесу напружень Seqv, зна-
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ходимо середнє напруження для всіх воло-

кон fibersSeqv  (рис. 11). 

 

 
Рисунок 11 – Розподіл еквівалентних за Мізесом напружень 

fibersSeqv
 , Па 

 

Визначаємо коефіцієнт навантаження fk  для 

волокон за формулою (17) і знаходимо границю міц-

ності волокон при розтягуванні композиту вздовж осі 

y: 

f y = fk  .                       (24) 

Далі обчислюються переміщення, що відповіда-

ють цим деформаціям за формулами (15). Граничні 

умови – визначаються як (16). 

Провівши розрахунок НДС і, отримавши розпо-

діл еквівалентних по Мізесу напружень Seqv, знахо-

димо середнє напруження для всіх волокон fibersSeqv  

(рис. 11). 

Для матриці визначаємо максимальне еквівален-

тне напруження по Мізесу matrixSeqv  (рис. 12).  

 

 
Рисунок 12 – Розподіл еквівалентних за Мізесом напружень 

matrixSeqv  , Па 

 

Тепер визначаємо коефіцієнти навантаження mk +
 

і mk −
 для матриці за формулами (17) і знаходимо гра-

ниці міцності матриці при розтягуванні та стисненні 

композиту вздовж осі y: 

,m y m m y mk k   + + − −=  =  .         (25) 

Використовуючи формули (20) і (21) і замінюючи 

в них індекс «y» на «x,z», також визначаємо границі 

міцності композиту  і , відповідно, на розтяг 

одночасно вздовж осей х і z. 

 

Третій чисельний експеримент за міцністю мо-

делює двовісно напружений стан – одночасне розтяг-

нення вздовж осей х і z під дією x = z = . 

Таке навантаження буде відповідати наступним дефо-

рмаціям (3.2): 

         ; 

        ;                                      (26) 

       . 

Далі обчислюються переміщення, що відповіда-

ють цим деформаціям за формулами (14). Граничні 

умови визначаються як (15). 

Провівши розрахунок НДС і отримавши розподіл 

еквівалентних по Мізесу напружень Seqv, знаходимо 

середнє напруження для всіх волокон fibersSeqv  

(рис. 13). 

 

 
Рисунок 13 – Розподіл еквівалентних за Мізесом напружень 

fibersSeqv
 , Па 

 

Визначаємо коефіцієнт навантаження fk  для 

волокон за формулою (16) і знаходимо границю міц-

ності волокон при розтягуванні композиту вздовж 

осей х і z: 

= .                      (27) 

Для матриці визначаємо максимальне еквівален-

тне напруження по Мізесу matrixSeqv  (рис. 14).  
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Рисунок 14 – Розподіл еквівалентних за Мізесом напружень 

matrixSeqv  , Па 

 

Тепер визначаємо коефіцієнти навантаження mk +
 

і mk −
 для матриці за формулами (18) і знаходимо гра-

ниці міцності матриці при розтягуванні композиту 

вздовж осей х і z: 

,                    (28) 

Використовуючи формули (19) і (20) і замінюючи 

в них індекс «y» на «x,z», також визначаємо границі 

міцності композиту  і , відповідно, на розтяг 

одночасно вздовж осей х і z. 

 

Четвертий чисельний експеримент за міцністю 

моделює двовісно напружений стан – одночасне роз-

тягнення вздовж осей z і у під дією y = z = . 

Таке навантаження буде відповідати наступним дефо-

рмаціям (3.2): 

( )12 13x a a =  + ; 

( )22 23y a a =  + ;                       (29) 

( )32 33z a a =  + . 

Далі обчислюються переміщення, що відповіда-

ють цим деформаціям за формулами (14). Граничні 

умови визначаються як (15). 

Провівши розрахунок НДС і отримавши розподіл 

еквівалентних по Мізесу напружень Seqv, знаходимо 

середнє напруження для всіх воло-

кон fibersSeqv .(рис. 15). 

 

 
Рисунок 15 – Розподіл еквівалентних за Мізесом напружень 

fibersSeqv
 , Па 

 

Визначаємо коефіцієнт навантаження fk  для 

волокон за формулою (16) і знаходимо границю міц-

ності волокон при розтягуванні композиту вздовж 

осей y і z: 

,f y z fk =  .                     (30) 

Для матриці визначаємо максимальне еквівален-

тне напруження по Мізесу matrixSeqv  (рис. 16).  

 

 
Рисунок 16 – Розподіл еквівалентних за Мізесом напружень 

matrixSeqv  , Па 

 

Тепер визначаємо коефіцієнти навантаження mk +
 

та mk −
 для матриці за формулами (18) і знаходимо 

границі міцності матриці при розтягуванні композиту 

вздовж осей y та z: 

, ,m y z mk + +=  .                  (31) 

 

Для п'ятого чисельного експерименту за міцні-

стю, що моделює зсув у площині ху, використовуємо 

четвертий чисельний експеримент для визначення 

пружних постійних композитів. Навантаження визна-

чається як деформації xy = =10−3, тобто перемі-

щення x
y b

u
=

= ∙b.  

Маючи розподіл еквівалентних по Мізесу напру-

жень Seqv, знаходимо середнє напруження для усіх 

волокон fibersSeqv  (рис. 17). 
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Рисунок 17 – Розподіл еквівалентних за Мізесом напружень 

fibersSeqv
 , Па 

 

Визначаємо коефіцієнт навантаження fk  для 

волокон за формулою (17) та знаходимо границю міц-

ності волокон при зсуві композиту в площині ху: 

f xy f xyk G =   .                 (32) 

Для матриці визначаємо максимальне еквівален-

тне напруження по Мізесу matrixSeqv  (рис. 18). 

 

 
Рисунок 18 – Розподіл еквівалентних за Мізесом напружень 

matrixSeqv  , Па 

 

Тепер визначаємо коефіцієнт навантаження mk +
 

(через те, що використовується менший з границь на 

розтяг і стиснення pm cm  ) для матриці (17) і 

знаходимо границю міцності матриці при зсуві компо-

зиту в площині ху: 

m xy m xyk G +=   .                   (33) 

 

Для шостого чисельного експерименту за міц-

ністю, що моделює зсув у площині хz, використовуємо 

шостий чисельний експеримент для визначення пруж-

них постійних композитів (розділ 4). Навантаження 

визначається як деформації = =10−3, тобто пере-

міщення = ∙c.  

Маючи розподіл еквівалентних по Мізесу напру-

жень Seqv, знаходимо середнє напруження для всіх 

волокон fibersSeqv  (рис. 19). 

 

 
Рисунок 19 – Розподіл еквівалентних за Мізесом напружень 

fibersSeqv
 , Па 

 

Визначаємо коефіцієнт навантаження fk  для 

волокон за формулою (17) і знаходимо границю міц-

ності волокон при зсуві композиту в площині xz:  

= .                   (34) 

Для матриці визначаємо максимальне еквівален-

тне напруження по Мізесу matrixSeqv  (рис. 20). 

 
Рисунок 20 – Розподіл еквівалентних за Мізесом напружень 

matrixSeqv  , Па 

 

Знаходимо коефіцієнт навантаження mk +
 (через 

те, що. використовується менший з границь на розтяг і 

стиснення pm cm  ) для матриці (32) і границя 

міцності матриці при зсуві композиту в площині хz: 

.                 (35) 

 

Результати визначення граничного напру-

ження для композиту. Нижче в табл. 7-10 приведені 

значення границь міцності.  

  
Таблиця 7 – Границі міцності у базових експериментах при 

розтягуванні вздовж 

осі х осі у осі z 

x
+

 y +
 z

+
 

9.8‧108 Па 5.4‧108 Па 9.8‧108 Па 

 

Таблиця 8 – Границі міцності у базових експериментах при 

стисненні вздовж 

осі х осі у осі z 

x
−

 y −
 z

−
 

-1.85‧109 Па -1.02‧109 Па -1.85‧109 Па 

 

Таблиця 9 – Границі міцності у базових експериментах при 

біаксіальному розтягуванні вздовж 

осей x та y осей y та z осей x та z 

x y +
+  y z +

+  x z +
+  

8.72‧108 Па 8.72‧108 Па 9.45‧108 Па 
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Таблиця 10 – Границі міцності у базових експериментах при 

зсуві в площині 

хy уz xz 

xy +
 yz +

 xz +
 

3.2‧108 Па 3.2‧108 Па 2.4‧108 Па 

 

Обробка результатів чисельних експериментів 

з міцності композиту. Для визначення чисельних 

значень параметрів критерію міцності для компози-

ційного матеріалу, що розглядається, використову-

ються дані з теоретичних границь міцності в базових 

експериментах, представлені в табл. 7-10. Параметри 

пов'язані з границями міцності у базових експеримен-

тах такими співвідношеннями: 

 

( ) ( ) ( )

11 22 33

1 2 3

44 55 662 2 2

1 1 1
; ; ;

1 1 1 1 1 1
; ; ;

1 1 1
; ; ;

x x y y z z

x x y y z z

xy yz xz

C C C

d d d

C C C

     

     

  

+ − + − + −

+ − + − + −

+ + +

= = =
  

    
= − = − = −    
    

= = =

(36) 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

2

12 1 2 11 222

2

23 2 3 22 332

2

13 1 3 11 332

1
1 ;

1
1 ;

1
1 .

x y x y

x y

y z y z

y z

x z x z

x z

C d d C C

C d d C C

C d d C C

 


 


 


+ +
+ +

+
+

+ +
+ +

+
+

+ +
+ +

+
+

 = − + − +
  

 = − + − +
  

 = − + − +
  

(37) 

Значення коефіцієнтів критерію міцності, підра-

ховані за формулами (36)-(37), наведено у табл. 11. 

 
Таблиця 11 – Коефіцієнти критерію міцності 

11C  22C  33C  1d  2d  3d  

5.4540∙10-19 1.8∙10-18 5.4540∙10-19 4.7192∙10-10 8.5750∙10-10 4.7192∙10-10 

44C  55C  66C  12C  23C  13C  

9.7471∙10-18 9.7471∙10-18 1.7182∙10-17 -2.5561∙10-18 -2.5561∙10-18 -8.5878∙10-17 

 

Висновки. У цій роботі досліджується міцність 

заданого вуглепластикового композиційного матеріа-

лу на представницькому об’ємі. Вид армування воло-

кон у даному композиті – полотняне переплетення.  

У роботі для визначення міцності композиту бу-

ли виконані наступні задачі: 

– розроблено методику чисельного визначення 

ефективних пружних постійних композиційного мате-

ріалу; 

– відповідно до методики визначено пружні ефе-

ктивні властивості ортотропного матеріалу заданої 

моделі; 

– дана оцінка границь пропорційності та міцності 

композиційного матеріалу шляхом чисельних дослі-

джень моделі на розтяг, стиснення, зсув та при біаксі-

альних навантаженнях. 

В результаті обробки даних чисельного моделю-

вання базових експериментів визначено параметри 

критерію міцності для даної моделі композиційного 

матеріалу. 
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