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ТРИВИМІРНІ РЕПРЕЗЕНТАТИВНІ ОБ’ЄМНІ ЕЛЕМЕНТИ ДЛЯ ПОБУДОВИ КОМПОЗИТНИХ 
МАТЕРІАЛІВ ІЗ ПОКРАЩЕНИМИ МЕХАНІЧНИМИ ВЛАСТИВОСТЯМИ 

Розроблено методологічно-програмний інструмент для ефективного оцінювання властивостей тривимірних композитів матричного типу та 
періодично структурованих композитних матеріалів із застосуванням сучасних методів граничних та скінченних елементів Проведено 
модифікацію моделей континуальної механіки для адекватного опису поведінки композитів, адаптацію до цих моделей числової симуляції і 
програмного забезпечення для розв’язання статичних задач і задач у частотній області. Новизна, переваги і ефективність розробленої 
комп’ютерної технології забезпечуються побудовою теоретично обґрунтованих моделей для аналізу композитів тривимірної конфігурації з 
неканонічними формами частинок, вдосконаленням сучасних методів граничних і скінченних елементів і зв'язаних алгоритмічних схем для 
досягнення високої точності розрахункового аналізу; придатністю до аналізу як статичних, так і динамічних пружних полів у розглянутих 
структурах. Розроблено розрахункові моделі та програмні засоби для врахування спеціальних форм поодиноких і взаємодіючих 
неоднорідностей у тривимірній матриці, зокрема, з акцентом на короткі волокна та трубки. Ці моделі та методи застосовано до вивчення 
статичних та динамічних характеристик баків ракет-носіїв з різних композитних матеріалів. Для дослідження вільних і вимушених коливань 
оболонкових конструкцій з відсіками, що містять рідину, розроблений метод заданих форм. Як матеріали баків розглянуто композити з 
алюмінієвою матрицею зі стальними сферичними включеннями та зі стальними та вуглецевими включеннями-волокнами. Запропоновані 
моделі та алгоритми комп’ютерної симуляції дозволяють проводити числовий аналіз тривимірних статичних задач за класичні умови 
контакту з матрицею; тривимірних задач щодо статичної взаємодії скінченної кількості включень в матриці; дослідження впорядкованих та 
стохастично розподілених включень; дослідження включень у вигляді сфер, циліндрів, вуглецевих трубок та включень у вигляді 
порожнистих сфер та визначити ефективні пружні параметри тривимірних матричних композитів з сферичними включеннями, волокнами і 
трубками. Результати розрахунків показали зміцнення отриманих композиційних матеріалів з одночасним  зниженням густини.  

Ключові слова: репрезентативний об’ємний елемент, ефективні модулі пружності, методи скінченних та граничних елементів.  

A methodological and software tool was developed for the effective assessment of the properties of three-dimensional composites of the matrix type 
and periodically structured composite materials using modern methods of boundary and finite elements. Continuum mechanics models have been 
modified to adequately describe the behavior of composites, numerical simulation models and software have been adapted to these models for solving 
static problems and problems in the frequency domain. The novelty, advantages and efficiency of the developed computer technology are provided by 
theoretically grounded models for the analysis of composites of three-dimensional configuration with non-canonical particle shapes, improvement of 
modern boundary and finite element methods and coupled algorithmic schemes to achieve high accuracy of calculation analysis; suitability for the 
analysis of both static and dynamic elastic fields in the considered structures. Calculation models and software tools have been developed that allow to 
take into account special forms of individual and interacting inhomogeneities in a three-dimensional matrix, in particular, with an emphasis on short 
fibers and tubes. These models and methods are applied to the study of static and dynamic characteristics of launch vehicle tanks made of various 
composite materials. For the studying free and forced oscillations of shell structures with compartments containing liquid, the method of natural 
modes  has been developed. Composites with an aluminum matrix with steel spherical inclusions and with steel and carbon fiber inclusions were 
considered as tank materials. The proposed models and computer simulation algorithms allow to carry out the numerical analysis of three-dimensional 
static problems under classical conditions of contact with the matrix; three-dimensional problems regarding the static interaction of a finite number of 
inclusions in the matrix; research of ordered and stochastically distributed inclusions; study of inclusions in the form of spheres, cylinders, carbon 
tubes and inclusions in the form of hollow spheres and to determine the effective elastic parameters of three-dimensional matrix composites with 
spherical inclusions, fibers and tubes. The results of the calculations showed strengthening of the obtained composite materials with a simultaneous 
decrease in density 

Keywords: representative volume element, effective elastic modulus, boundary and finite element methods. 

Вступ. Композити та нанокомпозити внаслідок 
унікальних механічних властивостей відносяться до 
сучасних технологічно-інноваційних матеріалів, які 
широко використовуються у практиці як відповідальні 
внутрішні і покривні елементи інженерних 
конструкцій і систем. Використання нових матеріалів 
потребує розвинення нових та вдосконалення 
існуючих методів розрахунків на статичну і динамічну 
міцність елементів конструкцій, що виготовлені з них. 
Метод граничних елементів (МГЕ) є одним із широко 
розповсюджених числових методів, що 
застосовуються в різних інженерних галузях. МГЕ 
зазвичай застосовується до крайових задач, які 
сформульовані у вигляді диференціальних рівнянь з 
частинними похідними з чітким визначенням 
фундаментального розв’язку розглянутих 
диференціальних рівнянь. В останні десятиліття MГЕ 
успішно застосовується для розв’язання проблем, що 
стосуються взаємодії різних середовищ [1, 2]. 
Особливу увагу тут слід приділити граничним умовам 
на поверхнях інтерфейсу. Зауважимо, що граничні 

умови на цих поверхнях як в теорії потенціалу, так і в 
задачах лінійної пружності використовують ефект 
поверхневого натягу. При цьому, врахування цього 
ефекту здійснюється шляхом використання 
мембранних аналогій [3]. При розв’язанні задач 
динаміки елементів конструкцій з композитів та 
нанокомпозитів найбільш ефективними є методи, 
засновані на поєднанні аналітичних підходів і методів 
граничних та скінченних елементів [4-6]. 

Розроблені в [7] математичні та розрахункові 
моделі на основі МСЕ та МГЕ дозволяють проводити 
аналіз композитів із сферичними суцільними або 
порожнистими включеннями, а також з короткими  
волокнами та трубками. 

Теоретична та розрахункова модель для 
дослідження коливань паливних баків. Для 
дослідження вільних і вимушених коливань 
оболонкових конструкцій з відсіками, що містять 
рідину, розроблений метод заданих форм [8]. Суть 
його полягає в наступному. Складається зв'язана 
система диференціальних рівнянь відносно пружних 
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переміщень конструкції тиску рідини на змочені 
поверхні оболонкової конструкції. Для подання 
розв’язку цієї системи використовується три набори 
базисних функцій. Перший з них містить власні 
форми коливань конструкції при відсутності 
заповнювача і використовується для побудови саме 
гідропружних переміщень. Другий і третій набори 
базисних функцій відносяться до побудови потенціалу 
швидкостей і тиску рідини на змочені поверхні 
конструкції. Потенціал швидкостей описується сумою 
двох частинних потенціалів. Перший з них описує 
власні коливання пружної оболонки з рідиною без 
урахування гравітаційних сил, другий описує 
коливання рідини в жорсткому резервуарі з 
урахуванням сил гравітації. 

Наведемо основні співвідношення. Рівняння руху 
оболонкової системи в операторній формі має вигляд 

 , (1) 

де L, M – оператори пружних та масових сил; 
р – тиск рідини на змочені поверхні оболонкової 

конструкції; 
n – зовнішня одинична нормаль; 
Q – сила збудження. 
Припустимо, що рідина є ідеальною, 

нестисливою, а її рух, що почався зі стану спокою, є 
безвихровим. У цих умовах існує потенціал 
швидкостей рідини Ф, що задовольняє рівнянню 
Лапласа. Величину тиску p на стінки оболонки 
визначаємо з лінеаризованого інтегралу Коші-
Лагранжа за формулою 

, 

де     g – пришвидшення вільного падіння; 
z – координата точки рідини у вертикальному 

напрямку; 
р0 – атмосферний тиск. 
На змочених поверхнях оболонки  і 

перегородці  ставиться гранична умова 

непротікання. На вільній поверхні  мають бути 

виконані динамічна і кінематична граничні умови 

. 

Функція  описує форму і локацію вільної 

поверхні. 
Таким чином, для потенціалу швидкостей маємо 

таку крайову задачу: 

,  , 

,   . (2) 

Виконується співвідношення 

 

  (3) 

При цьому на вільній поверхні маємо таку 
рівність: 

  

.   (4). 

Із співвідношень (3), (4) знаходимо невідомі 
функції часу. Для їх однозначного визначення 
використовуємо початкові умови  

 . 

Це дає змогу дослідити вимушені коливання 
оболонкової конструкції з відсіками, частково 
заповненими рідиною.  

В [8] встановлено, що задача, що розглядається, 
зводиться до одновимірних сингулярних інтегральних 
рівнянь. Для обчислення сингулярних інтегралів 
використані методи, розроблені в [9, 10]. 

 
Визначення статичних характеристик баків 

ракет-носіїв з різних композитних матеріалів. 
Розглянуто моделі баків, виготовлених з композитних 
матеріалів. Спочатку наведені дані щодо властивостей 
матеріалів матриць та включень. Розглянуто 
композити з алюмінієвою матрицею зі стальними 
сферичними включеннями та зі стальними та 
вуглецевими включеннями-волокнами. 

Репрезентативні об’ємні елементи 
(представницькі комірки) для вивчення таких 
матеріалів подані на рис. 1, а – г. 
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Рис. 1 – Представницькі комірки: а – кульові включення; б – стальні циліндричні включення;                                                              
в – вуглецеві циліндричні включення; г – сферичні включення 

На рис. 1, а зображено представницьку комірку 
для алюмінієвої матриці зі сталевими включеннями у 
вигляді сфер (куль) з діаметрами d = 0.5–1.5 мм, при 
цьому об’ємна частка включень складала V = 0.2 від 
об’єму матриці.  

На рис. 1, б подано представницьку комірку для 
алюмінієвої матриці зі включеннями у вигляді 
сталевих включень-волокон з діаметрами 0.5 мм, 
відносною довжиною L/d = 5, об’ємна частка 
включень складала V = 0.2 від об’єму матриці.  

На рис. 1, в подано представницьку комірку для 
алюмінієвої матриці зі включеннями у вигляді 

вуглецевих включень-волокон з діаметрами 0.5 м, 
відносною довжиною L/d = 5, об’ємна частка 
нановключень складала V = 0.2 від об’єму матриці.  

На рис. 1, г зображено представницьку комірку 
для алюмінієвої матриці зі включеннями у вигляді 
сталевих порожнистих сфер діаметром d = 0.5–1.5 мм, 
та товщиною h = 0.05 мм, при цьому об’ємна частка 
нановключень складала V = 0.2 від об’єму матриці.   

Далі за методом, описаним в [7], обчислені 
ефективні модулі зазначених композитів. Результати 
розрахунків подані в табл. 1 – 4.  

Таблиця 1 – Властивості композита, армованого вуглецевими волокнами 

Матеріал Алюмінієвий 
сплав Стальні кулі Композитний материал з стальними 

кулями 
Густина, кг/м3 2770 7850 3787 
Модуль Юнга X, ГПа 71 200 86,344 
Модуль Юнга Y, ГПа 71 200 86,665 
Модуль Юнга Z, ГПа 71 200 86,505 
Коефіцієнт Пуассона XY 0,33 0,3 0,3205 
Коефіцієнт Пуассона YZ 0,33 0,3 0,3225 
Коефіцієнт Пуассона XZ 0,33 0,3 0,3216 
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Таблиця 2 – Властивості композита, армованого стальними волокнами 

Матеріал Алюмінієвий 
сплав Стальні волокна Композитний матеріал, стальні 

волокна 
Густина, кг/м3 2770 7850 3759 
Модуль Юнга X, ГПа 71 200 86,580 
Модуль Юнга Y, ГПа 71 200 86,854 
Модуль Юнга, ГПа 71 200 86,494 
Коефіцієнт Пуассона XY 0,33 0,3 0,3193 
Коефіцієнт Пуассона YZ 0,33 0,3 0,3219 
Коефіцієнт Пуассона XZ 0,33 0,3 0,3230 
 

Таблиця 3 – Властивості композита зі стальними порожнистими сферами 

Матеріал Алюмінієвий 
сплав Вуглецеві волокна Композитний матеріал, вуглецеві 

волокна 
Густина, кг/м3 2770 1800 2574 
Модуль Юнга X, ГПа 71 395 56,4 
Модуль Юнга Y, ГПа 71 6 62,1 
Модуль Юнга Z, ГПа 71 6 59,8 
Коефіцієнт Пуассона XY 0,33 0,2 0,2727 
Коефіцієнт Пуассона YZ 0,33 0,4 0,2819 
Коефіцієнт Пуассона XZ 0,33 0,2 0,2868 
 

Таблиця 4 – Властивості композита зі стальними порожнистими сферами 

Матеріал Алюмінієвий 
сплав Стальні сфери Композитний матеріал, 

стальні сфери 
Густина, кг/м3 2770 7850 2574 
Модуль Юнга X, ГПа 71 200 57,906 
Модуль Юнга Y, ГПа 71 200 58,088 
Модуль Юнга Z, ГПа 71 200 57,921 
Коефіцієнт Пуассона XY 0,33 0,3 0,3111 
Коефіцієнт Пуассона YZ 0,33 0,3 0,3148 
Коефіцієнт Пуассона XZ 0,33 0,3 0,3140 

 
Результати розрахунків демонструють зміцнення 

отриманих композитних матеріалів при одночасному 
зменшенні густини. 

Далі розглянуто циліндричні оболонки, 
виготовлені з різних матеріалів. Вважалось, що 
довжина оболонки дорівнювала L = 1.2 м, її радіус 
складав R = 1 м, а товщина h = 0.01 м; оболонки 
заповнювались рідиною (вода) на рівень Н = 1.0 м. 
Розглядались оболонки із жорстко закріпленим 
днищем в умовах гравітації з прискоренням 
g = 9.812 м/c2. 

На рис. 2 подані скінченно-елементна сітка та 
осьові деформації вказаних оболонок. 

Для розрахунків було обрано 13865 скінченних 
елементів. Подальше збільшення кількості елементів 
не привело до суттєвої зміни результатів. 

В табл. 5 наведені осьові деформації для 
алюмінію та різних композитних матеріалів. 

Найменші деформації для розглянутих матеріалів 
відповідають композиту з кулястими сталевими 
включеннями.

                            
Рис. 2 – Скінченно-елементна модель бака 
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Таблиця 5 – Осьова деформація 

Матеріал Алюміній 
Композит, 

сталеві 
кулі 

Композит, 
сталеві 
волокна 

Композит, 
вуглецеві 
волокна 

Композит, сталеві 
сфери 

Осьова деформація, *10-6м 11,484 9,449 9,4638 14,467 14,177 
 

Висновки. Створено розрахункові моделі для 
широкого класу тривимірних композитів, які 
адекватно відображають пружні властивості структур 
і придатні для ефективного числового моделювання. 
Запропоновані моделі та алгоритми комп’ютерної 
симуляції дозволяють проводити числовий аналіз 
тривимірних статичних задач за класичні умови 
контакту з матрицею; тривимірних задач щодо 
статичної взаємодії скінченної кількості включень в 
матриці; дослідження впорядкованих та стохастично 
розподілених включень; дослідження включень у 
вигляді сфер, циліндрів, вуглецевих трубок та 
включень у вигляді порожнистих сфер та визначити 
ефективні пружні параметри тривимірних матричних 
композитів з сферичними включеннями, волокнами і 
трубками. Результати дослідження можна застосувати 
у машинобудуванні [11, 12], авіаційній [13, 14] та 
ракетно-космічній техніці [15] при проектуванні 
композитних елементів конструкцій.  
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