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ВПЛИВ НА БАЛКУ КІНЦЕВОЇ ДОВЖИНИ РУХОМОЇ МАСИ 

У цій роботі розглянуто розв'язання прямої задачі про деформування ізотропної, пружної, шарнірно-обпертої балки кінцевої довжини. На 

балку діє каток, що рухається із постійною швидкістю вздовж осі балки. Каток має циліндричну форму певного радіусу і довжину, яка 
більше або дорівнює ширині балки. Рух балки моделюється на основі теорії С. П. Тимошенко. Описано постановку задачі та умови взаємодії 

балки та катка. Проаналізовано диференціальні рівняння руху балки з точки зору впливу їх складових та особливо правих частин рівнянь на 

динамічну поведінку балки у разі використання певних поширених матеріалів балки і катка та запропоновано варіант зведення рівнянь до 
більш спрощеного виду. Невідомі функції, що входять до рівнянь, шукаються у вигляді рядів Фур'є. Це дозволяє звести вихідні рівняння до 

звичайних диференціальних рівнянь, які розв'язуються з використанням перетворення Лапласа. Вирази для коефіцієнтів у рядах Фур'є 

знаходяться з використанням операційного обчислення та теорії лишків. Результати першого чисельного експерименту з дослідження 
впливу швидкості руху катка на прогини балки представлені у вигляді кривих на рисунку. Для конкретної розрахункової механічної системи 

у вигляді сталевого катка, який рухається по сталевій балці з постійною швидкістю при нульових початкових умовах, результати 

дослідження представлені у вигляді графіків прогинів балки для різних швидкостях руху катка. Другий чисельний експеримент проводився 
для дослідження розповсюдження коливних хвиль балки у разі руху катка на досить високій швидкості. Для цього на рисунку наведені 

суміщені форми балки і положення катка в різні моменти дії рухомої маси. Проаналізовано поведінку балки на високій швидкості 

переміщення катка і проведено порівняння прогинів балки з прогинами статичної моделі балки. Намічено подальші напрямки розвитку 
задачі у прикладних галузях техніки та у обернених задачах з ідентифікації невідомих параметрів за непрямими проявами. 

Ключові слова: балка, ряди Фур'є, перетворення Лапласа, теорія лишків, рухома маса, функціонал.  

В данной работе рассмотрено решение прямой задачи о деформировании изотропной, упругой, шарнирно-опертой балки конечной длины. 
На балку действует двигающийся вдоль оси балки с постоянной скоростью каток. Каток имеет цилиндрическую форму определенного 

радиуса и длину, которая больше или равна ширине балки. Движение балки моделируется на основе теории С. П. Тимошенко. Описана 

постановка задачи и условия взаимодействия балки и котка. Проанализированы дифференциальные уравнения движения балки с точки 
зрения влияния их составляющих и особенно правых частей уравнений на динамическое поведение балки при использовании определенных 

распространенных материалов балки и котка и предложен вариант приведения уравнений к более упрощенному виду. Неизвестные 

функции, входящие в уравнения, ищутся в виде рядов Фурье. Это позволяет свести исходные уравнения к обычным дифференциальным 
уравнениям, которые решаются с использованием преобразования Лапласа. Выражения для коэффициентов в рядах Фурье находятся с 

использованием операционного исчисления і теории вычетов. Результаты первого численного эксперимента по исследованию влияния 

скорости движения котка на прогибы балки представлены в виде кривых на рисунке. Для конкретной расчетной механической системы в 
виде стального котка, который двигается по стальной балке с постоянной скоростью при нулевых начальных условиях, результаты 

исследования представлены в виде графиков прогибов балки для разных скоростей движения котка. Второй численный эксперимент 

проводился для исследования распространения волн колебаний балки при движении котка на достаточно высокой скорости. Для этого на 
рисунке приведены совмещенные формы балки и положения котка в разные моменты действия подвижной массы. Проанализировано 

поведение балки на высокой скорости перемещения котка и проведено сравнение прогибов балки с прогибами статической модели балки. 

Намечены дальнейшие направления развития задачи в прикладных отраслях техники и в обратных задачах по идентификации неизвестных 
параметров по косвенным проявлениям. 

 

Ключевые слова: балка, ряды Фурье, преобразование Лапласа, теория вычетов, подвижная масса, функционал. 

There have been considered solving direct problem of deforming of isotropic, elastic and hingedly supported beam of finite length. A roller moving at 

a constant speed along the axis of the beam acts on the beam. The roller has a cylindrical shape of a certain radius and a length that is greater than or 

equal to the width of the beam. The differential equations of beam motion are analyzed from the point of view of the influence of their components and 
especially the right-hand parts of the equations on the dynamic behavior of the beam in the case of using certain common materials of the beam and 

roller, and an option to reduce the equations to a more simplified form is proposed. The unknown functions included in the equations are sought in the 

form of Fourier series. This allows us to reduce the original equations to ordinary differential equations, which are solved using the Laplace transform. 
Expressions for coefficients in Fourier series are found using operational calculus and the residue theory. The results of the first numerical experiment 

on the study of the influence of the roller speed on beam deflections are presented in the form of curves in the figure. For a specific calculated 

mechanical system in the form of a steel roller, which moves along a steel beam at a constant speed under zero initial conditions, the research results 

are presented in the form of graphs of beam deflections for different speeds of the roller. The second numerical experiment was carried out to study the 

propagation of vibrational waves of the beam in the case of motion of the roller at a sufficiently high speed. For this, the figure shows the combined 
shapes of the beam and the position of the roller at different moments of action of the moving mass. The behavior of the beam at a high speed of 

movement of the roller was analyzed and a comparison of the deflections of the beam with the deflections of the static model of the beam was made. 

Further directions for the development of the problem in applied fields of technology and in inverse problems of identifying unknown parameters by 
indirect manifestations are outlined. 

Keywords: beam, Fourier series, Laplace transform, residue theory, moving mass, functional. 

Вступ. Різноманітність та чисельність 

прикладних проблем і завдань у науці, природі та 

техніці настільки велика, що розв'язання прямих 

завдань і зараз не втрачає своєї актуальності. 

Розв'язання таких задач дозволяє не тільки 

досліджувати поведінку елементів конструкцій на 

основі аналізу їх параметрів, але і послужити часто 

початком для розгляду більш цікавих і складних задач 

з точки зору механіки та математики в прикладній та 

фундаментальній областях. До таких задач, 

наприклад, можна віднести задачі ідентифікації 

параметрів механічних систем, що розглядаються, за 

різними непрямими їх проявами, задачі управління 

напружено-деформівним станом, задачі оптимізації та 

ін. 

Аналіз публікацій. Елементи конструкцій у 

вигляді балок широко поширені у будівництві, 

машинобудуванні та інших галузях народного 

© С. І. Поваляєв, А. С. Шарапата, Є. Г. Янютін, 2022 



 ISSN 2078-9130 

16 Вісник Національного технічного університету «ХПІ».  

 Серія: Динаміка і міцність машин. № 1. 2022 

господарства. Вченими розглянуто багато прямих 

завдань, але інтерес до них не знижується. 

Найвідоміший спеціаліст у галузі механіки 

деформованого твердого тіла С. П. Тимошенко [1] 

розглянув велику кількість прямих задач [2] про 

деформування елементів конструкцій у вигляді 

стрижнів та балок, серед яких розглянуті задачі про 

рух уздовж балки зосередженої сили з постійною 

швидкістю в рамках класичної теорії та рух 

гармонійної сили. На відміну від С. П. Тимошенко 

нами розглядається задача руху маси на підставі 

моделі С. П. Тимошенко, яка враховує поперечний 

зсув та інерцію обертання нормального елемента 

балки. 

У монографії [4] розв'язуються задачі про 

коливання різних механічних систем, що 

деформуються, в тому числі і балок, при імпульсних і 

рухливих інерційних навантаженнях. Для розв'язання 

задач застосовується метод розчленування механічних 

систем на складові елементи із запровадженням сил 

взаємодії з наступним розв'язанням задачі сполучення. 

Цей метод дозволяє розглядати системи з 

односторонніми та двосторонніми зв'язками між 

складовими елементами. При аналізі багатьох завдань 

у монографії застосовувалися ідеї, з вичерпною 

повнотою розвинені А. П. Філіпповим, який зробив 

великий внесок у дослідження нестаціонарних 

процесів НДС механічних систем. 

У монографії [5] викладені прикладні розділи 

сучасної математики з наближених, числових та 

машиних методів розвя’зання інтегральних рівнянь, 

що можуть описувати різноманітні дослідницькі, 

інженерні і проектні задачі. 

У роботі [6] отримано розв'язання обернених 

задач на основі теорії С. П. Тимошенко щодо 

визначення точки застосування ударного 

навантаження до балки та її закону зміни у часі за 

експериментальними даними, а також ідентифікації 

невідомих параметрів деформованих систем типу 

“балка-маса”. 

У роботі [7] запропоновані уточнення для моделі 

пружної основи Вінклера-Цимермана для розрахунку 

балок на нелокально пружній основі. 

Розвя’зок оберненої задачі з визначення 

координати дефекту і параметра, що містить його 

глибину і довжину у балкових елементах отримано у 

роботі [8]. 

Відновлення нестаціонарних динамічних 

навантажень з розв'язанням прямих і обернених задач 

запропоновано у статтях [9-15]. 

Мета даної роботи розробити методику 

розв'язання прямої задачі щодо визначення 

динамічного деформування пружної, ізотропної, 

шарнірно обпертої балки кінцевої довжини при русі 

по ній маси з постійною швидкістю у вигляді катка 

згідно теорії С. П. Тимошенко. 

Постановка задачі. Розглядається ізотропна 

балка скінченної довжини l, яка закріплена в точках 

(шарнірне обпирання). Балка описується рівняннями 

теорії С. П. Тимошенко. 

Уздовж довжини балки, починаючи з її лівого 

торця, з постійною швидкістю V рухається каток, який 

передбачається абсолютно жорстким. 

Довжина валика або дорівнює ширині балки, або 

трохи більша. Між балкою і рухомою масою (катком), 

величина якої дорівнює M, виникають реакції 

взаємодії: нормальна до верхньої лицьової поверхні 

балки, обумовлена вагою маси, тобто Mg, де g 

прискорення вільного падіння, і сила тертя, яка 

дотична до верхньої лицьової поверхні балки і 

величина якої дорівнює силі тертя кочення, тобто 
Ft = (f/R)Mg, де f – коефіцієнт тертя кочення, а R – 

радіус катка. 

З балкою зв'яжемо декартову систему координат 

x, y, де x – осьова координата, а y – нормальна до осі 

балки. Приймемо, що товщина балки дорівнює h. На 

рис. 1 показаний елемент балки з рухомою масою. 

Деформування балки описується двома 

диференціальними рівняннями гіперболічного типу 

[2]: 
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Рис. 1 – Схема навантаження балки 

де  – кут нахилу дотичної до кривої вигину при 

нехтуванні зсувом; 

ks – коефіцієнт зсуву, що залежить від форми 

поперечного перерізу балки; 

F – площа поперечного перерізу балки (F=bh – 

варіант прямокутного поперечного перерізу балки); 

G – модуль зсуву (G = E/2(1+)); 

EI – згинальна жорсткість. 

Якщо поперечний переріз балки прямокутник, то 

I = bh3/12, де b – ширина балки. 

У рівняннях (1) (x-Vt) – дельта-функція Дірака 

аргументу x-Vt. 

Метод розв'язання. Можна грубо 

проаналізувати систему рівнянь (1) за величиною 

модулів їх правих частин. Наприклад, якщо сталевий 

каток рухається по сталевій балці, то коефіцієнт тертя 

кочення дорівнює 10-5 м. Якщо каток типу 

пневматичної шини рухається по асфальту (для 

фізично коректної постановки задачі приймемо, що в 

цьому випадку, балка лежить на пружній інерційній 
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основі), то f10-4 м [3]. Величина вільних членів в 

рівняннях (1) в двох зазначених випадках істотно 

різна: у другому рівнянні його значення значно 

більше, ніж в першому. Іншими словами – слід 

очікувати в основному вплив на динамічну поведінку 

балки ваги рухомого катка (валика), а не сили тертя 

кочення. 

На основі вказаного відзначимо, що по своїй 

постановці сформульована тут задача наближається до 

задач, коли розглядають лише вплив на балку 

зосередженої рухомої сили, а питання, що відносяться 

до врахування інших особливостей взаємодії балки з 

рухомою масою залишаться осторонь. 

Зазначимо, що врахування взаємодії балки або 

пластини з рухомими масами детально обговорюється 

в роботі [4], причому там зазначається, що в принципі 

при розв’язанні такого роду задач бажано припускати 

не дотримання двостороннього контакту при 

переміщенні вантажу і поверхні балки під вантажем 

навіть при гладкій поверхні тіл, що взаємно 

переміщаються. Там же [4] вказується ще ряд причин, 

які слід враховувати при складному розв’язанні 

контактних задач для маси, що переміщується і 

напрямної переміщення. 

Зазначимо, що тут допускається також значне 

спрощення в постановці задачі: виключений із 

розгляду механізм, що визначає інерційні властивості 

маси M при поперечних коливаннях балки. Крім того 

припускаємо, що в першому рівнянні в (1) права 

частина дорівнює нулю. 

Доповнюємо рівняння (1) системою граничних і 

початкових умов 
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Функції w(x, t) і (x, t), які входять в (1) (за умови 

Ft = 0), будемо шукати з використанням рядів Фур'є: 
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Здійснюємо підстановку розвинень (3) в рівняння 

(1), а потім врахуємо умови ортогональності для 

тригонометричних функцій 
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Після виконання зазначеної операції на основі 

рівнянь (1) отримаємо систему звичайних 

диференціальних рівнянь (за змінною t) для функцій 

wk(t) і k(t) наступного виду (крім того введемо такі 

постійні = /Gka s ; IGFkb s = /0 ; = /Ec ; 

/= kk ; Vkk = ): 
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2

2

. (5) 

Розв'язання системи (5) будемо шукати за 

допомогою перетворення Лапласа, приймаючи що 

( ) ( );twsw k
L
k →  ( ) ( );ts k

L
k →   ( ) tsin

Mg
sF k

L
k →


 . 

При нульових початкових умовах систему (5) в 

просторі зображень можна записати так 

 ( ) ( ) ( ) 02
0

222
0

2 =−++ swbscbs L
kk

L
kk ,  

  ( ) ( ) ( ) tsinMg
F

swassa k
L
kk

L
kk 


=++−



22222 . (6) 

Розв'язання алгебраїчних рівнянь (6) відносно 

величин k(s) і wk(s) шукаємо за допомогою методу 

Крамера. Відзначимо, що основний визначник цієї 

системи має вигляд 

 

2 2 2 2 2

0 0

2 2 2 2

 k k

k k

s b c b

a s a

+ +  − 
=

−  + 
  

  ( )  4222
0

22224
kk cabcass ++++= . (7) 

Для виконання оберненого перетворення Лапласа 

необхідно знати корені рівняння k(s)=0. Чотири 

кореня (чисто уявних) цього рівняння будуть такі: 

 ikis =2,1 ,  kis 24,3 = , де 1−=i .  

Приймемо 

  
( )

2

2
0

222
2

,2;1
kk

k

Dbca ++
= ,  

  ( )  42222
0

222 4 kkk cabcaD −++= . (8) 

Якщо скористатися звичайними правилами 

операційного обчислення і теорією лишків, то на 

основі явних виразів для функцій ( )sL
k  і ( )swL

k  можна 

отримати такі вирази для коефіцієнтів ( )tk  і ( )twk : 

  ( )
( )2

10

0
1

 
2 t

kk

k k

k k

sin tb
t Mg sin

F D

 − 
 =   +
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( )








−
+ d

D

tsin

kk

k

2

2 , (9) 

 ( ) ( )( +−


=  tCMg
F

tw kkk

t

k 11

0

sinsin
2


  

  ( )) −+ dtC kk 22 sin ,  

де  
kk

kk
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D
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2
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222

,1
−

−+
= , 

kk

kk
k

D

cb
C

,2

2
,2

222

,2


−+
= . 

Відповідно вид розв'язання системи (1) для опису 

коливань балки при Ft = 0 для досліджуваного 

часового діапазону 0 ≤ t < ∞ визначається 

співвідношеннями (3), причому при 
V

t


  треба 

використовувати формули (5). Якщо 
V

t


  (маса катка 

зійшла з балки), необхідно розраховувати вільні 

коливання балки з початковими умовами в момент 

часу 
V

t


= . 

Інтеграли, що входять у друге співвідношення (9) 

обчислюються елементарно, наприклад, з 

використанням відомої формули 

 ( ) ( )
( ) 

( )
−

−

−+−
=++

11

1111
1111

2

sin
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ca

dbca
ddcba   

 
( ) 

( )
 2

1
2
1

11

1111

2

sin
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dbca


+

+++
− . (10) 

В (10) a1, b1, c1, d1 – постійні, які відповідають 

величинам в (9). 

Друга формула в (9) в розгорнутій формі 

запишеться в такий спосіб 

 ( )
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( )
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j jkk
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2
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cos . (11) 

Таким чином розрахувати поперечні коливання 

балки можна на основі першої формули з (3) і 

формули (11). 

Результати. На рис. 2 показані функції w(x, t), які 

розраховуються в точках балки за умови, що h = 0.04 

м; b = 0.04 м;  l = 2 м. Значення величини рухомої 

маси і швидкостей її руху: M = 5 кг, V1 = 0.25 м/с, V2 = 

100 м/с, V3 = 200 м/с, V4 = 300 м/с, V5 = 600 м/с, V6 = 

1000 м/с. Криві на рисунках відповідають 

навантаженню балки в точці x = l/2. Нумерація кривих 

співпадає з номерами швидкостей. Інші розрахункові 

формули: I = bh3/12, F=bh. Значення констант: 

E=2.061011 Н/м2, =0.795104 кг/м3, = 0.3, ks = 5/6. 

 

Рис. 2 – Прогини балки для різних швидкостей катка 

На рис. 2 видно, що з збільшенням швидкості 

катка переміщення зменшуються в точці, що 

досліджується. Максимальне переміщення відповідає 

найменшій швидкості і добре апроксимується 

статичною моделлю навантаження. 

 

Рис. 3 – Прогини балки у різні моменти часу 

На рис. 3 показані прогини балки в залежності 

від координати точки, що розглядається, уздовж осі 

балки у різні моменти положення катка. Швидкість 

руху катка постійна для всіх кривих і відповідає 1000 

м/с. Крива 1 відповідає моменту часу, коли маса 

приймає положення x1 = (1/8)l, крива 2 – x2 = (1/6)l, 

крива 3 – x3 = (1/4)l, крива 4 – x4 = (1/2)l, крива 5 – 

x5 = (3/4)l. На цьому рисунку крива 4 відповідає кривій 

6 на рис. 2. На рис. 2 і 3 невелике коло з точкою у 

центрі умовно позначає положення катка уздовж осі 

балки з врахуванням її прогину. 

Відзначимо, що подібна задача розглядалася в [2] 

для класичної моделі поведінки балки. 

Висновки. Доцільність розгляду задачі (1), (2) 

можна ще пояснити і так: вона елементарно просто 

узагальнюється на випадок підпором балки лінійною 

одношаровою чи багатошаровою інерційною основою. 

У цьому випадку легко виконати моделювання 

механічної системи, яка розглядається як фрагмент 

дорожнього полотна типу асфальтового покриття з 

підсипанням різної товщини. 

Також представлена задача (1), (2) може 

використовуватися при розв’язанні нескладних 

обернених задач, в яких невідомими є параметри M 

(вага рухомого навантаження) або V – швидкість руху 

маси. У цих випадках за допомогою простого 
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перебору значеннями M і V потрібно знайти мінімуми 

функціоналів при задані переміщення (наприклад з 

експерименту) в деякій точці балки x*, тобто 

 ( ) ( ) ( )( ) −=

T

M dttxwtwM

0

2*,min   

або 

 ( ) ( ) ( )( ) −=

T

V dttxwtwV

0

2*,min .  

У наведених функціоналах wM(t) – функція 

переміщення, яка має місце для даного значення M і 

розраховується теоретично; wV(t) – аналогічна функція 

для прийнятого значення V. Величина T – довжина 

досліджуваного часового проміжку. 

Обернені задачі зазначеного типу розглядалися, 

наприклад, в роботі [6]. 
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