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ОПТИМІЗАЦІЯ І ПРОГРАМНО-ЧИСЕЛЬНА РЕАЛІЗАЦІЯ АЛГОРИТМА МІЛЛЕРА НА 
ЧОТИРИЧАСТОТНІЙ МОДЕЛІ ВІБРАЦІЙНОГО РУХУ ТВЕРДОГО ТІЛА 

Розглядається задача визначення кватерніонів орієнтації в безплатформених інерціальних навігаційних системах на основі ідеальної 
інформації з тріади датчиків кутової швидкості у вигляді квазікоординат. В якості проміжних параметрів орієнтації при цьому 
застосовується вектор орієнтації, обчислений алгоритмом Міллера. Для оптимізації алгоритма Міллера за критерієм мінімуму похибки 
накопиченого дрейфу запропонований тестовий кутовий рух твердого тіла, оснований на новій чотиричастотній аналітичній кінематичній 
моделі. Представлена математична модель кінематики кутового руху твердого тіла основана на послідовності чотирьох поворотів, коли 
перші три повороти відповідають послідовності кутів Крилова, а четвертий здійснюється навколо другої повернутої осі. Розглянуто випадок 
лінійності кутів елементарних поворотів. Для моделювання тестового руху кінематична модель була доповнена аналітичними виразами для 
проекцій вектора кутової швидкості і для квазікоординат. При належному виборі частот в кінематичній моделі такий тестовий рух можна 
застосовувати для моделювання вібраційної обстановки і відпрацювання алгоритмів орієнтації. На основі програмно-чисельного підходу 
отримані уточнені значення коефіцієнтів в алгоритмі Міллера, що мінімізують похибку накопиченого дрейфу. Результати чисельного 
моделювання еталонної моделі для заданого набору частот представлені у вигляді залежностей проекцій вектора кутової швидкості твердого 
тіла від часу і побудованих траєкторії в конфігураційному просторі параметрів орієнтації. Запрограмований і промодельований алгоритм 
визначення кватерніонів четвертого порядку. Показано, що для представленої еталонної моделі кутового руху алгоритм Міллера з новим 
набором коефіцієнтів забезпечує меншу накопичену обчислювальну похибку дрейфу у порівнянні з класичним алгоритмом Міллера і 
модифікацією Ігнагні , що оптимізовані під конічний рух. 

Ключові слова: кватерніон, еталонна модель, тестовий рух, квазікоординати, траєкторії в конфігураційному просторі, алгоритм 
орієнтації Міллера, чисельна оптимізація, похибка дрейфу, вібраційна обстановка.   

The problem of determination of orientation quaternions in strapdown inertial navigation systems using ideal information from a triad of angular 
velocity sensors in the form of quasi-coordinates is considered. In this case, the orientation vector, which is calculated by Miller's algorithm, is used as 
intermediate orientation parameters. To optimize Miller's algorithm according to the criterion of the accumulated drift error minimum, a test angular 
motion of a rigid body is proposed, based on a new four-frequency analytical kinematic model. The presented mathematical model of the kinematics of 
the angular motion of a rigid body is based on a sequence of four rotations, when the first three rotations correspond to the sequence of Krylov angles, 
and the fourth is performed around the second rotated axis. The case of linearity of the angles of elementary rotations is considered. To simulate the 
test motion, the kinematic model was supplemented with analytical expressions for the projections of the angular velocity vector and for quasi-
coordinates. With an appropriate choice of frequencies in the kinematic model, such a test motion can be used to simulate a vibration environment and 
work out orientation algorithms. On the basis of a programmed-numerical approach, the adjusted values of the coefficients in the Miller's algorithm are 
obtained, which minimize the error of the accumulated drift. The results of numerical modeling of the reference model for a given set of frequencies 
are presented in the form of the dependences of the projections of the angular velocity vector of a rigid body on time and the constructed trajectories in 
the configuration space of the orientation parameters. An algorithm for determining fourth-order quaternions has been programmed and modeled. It is 
shown that for the presented reference model of angular motion, Miller's algorithm with a new set of coefficients provides a smaller accumulated 
computational drift error in comparison with the classical Miller's algorithm and the Ignagni modification, which are optimized for conical motion. 

Key words: quaternion, reference model, test motion, quasicoordinates, trajectories in configuration space, Miller orientation algorithm, 
numerical optimization, drift error, vibration environment. 

Вступ. Розглядається задача визначенн
орієнтації в безплатформених інерціальних 

навігаційних системах (БІНС) по ідеальної інформації 
з тріади датчиків кутової швидкості у вигляді 
квазікоординат [1]: 

   (1) 

де , – проекції вектора абсолютної 
кутової швидкості об’єкта  на осі зв’язаної системи 
координат.  

Розроблено велику кількість алгоритмів 
визначення кватерніонів орієнтації, основаних на 
різних підходах [2–4], що орієнтовані на первинну 
інформацію (1). Один з підходів базується на 
використанні вектора орієнтації, як проміжного 
параметра при обчисленні кватерніона орієнтації. 
Значний доробок в розробку алгоритмів визначення 
вектора орієнтації різного порядку в Україні належить 
А.Панову [5,6]. Ним була розроблена низка 
алгоритмів, що використовують первинну інформацію 
(1), яка відноситься до різних тактів знімання. В 
умовах сучасного розвитку приладного забезпечення 

БІНС, підвищення швидкодії обчислювачів і 
застосування їх для високодинамічних об’єктів 
інтерес представляють алгоритми, що використовують 
інерціальну інформацію всередині такту обчислень. 
Алгоритми, основані на поліноміальній апроксимації 
кутової швидкості всередині такту, представлені в 
[7,8]. В алгоритмі Міллера [7] приріст вектора 
орієнтації на такті  обчислюється за 
формулою: 

, (2)  

де   а вихідні сигнали гіроскопів 

 формуються всередині такту 

обчислень в точках знімання первинної інформації 
, , , – тривалість 

такту обчислень. Міллером отримано, що  
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Оцінювання методичних похибок алгоритмів 
орієнтації можна провести за допомогою спеціальних 
тестових рухів твердого тіла, для яких орієнтація і 
компоненти вектора кутової швидкості можуть бути 
представлені в аналітичному вигляді. Так, в роботі [9] 
наведена аналітична модель конічного руху, названа 
«SPIN-CONE» моделлю. Такі моделі можна 
використати для оптимізації алгоритмів орієнтації під 
конкретний тестовий рух, наприклад, алгоритм (2) був 
отриманий на основі оптимізації аналітичного виразу 
похибки орієнтації у вигляді степеневого ряду з 
подальшим визначенням невідомих коефіцієнтів  

, виходячи з умови відсікання вищих членів ряду. 
Розвиток ця методика отримала в роботі Ігнагні [10]. 
В оптимізованому ним під конічний рух алгоритмі (2) 
значення коефіцієнтів були уточнені:  

. Методика оптимізації алгоритмів 
орієнтації під регулярну прецесію і конічний рух, що 
основана на мінімізації асимптотичних оцінок  
похибки обчислювального дрейфу, була реалізована 
А. Пановим в роботах [11–13]. В роботах [14,15] 
представлена удосконалена методика оптимізації 
алгоритмів орієнтації і наведені результати 
досліджень по оптимізації алгоритмів в умовах 
узагальненого конічного руху [10], регулярної 
прецесії і випадкового кутового руху.   

Оскільки конічний рух і регулярна прецесія є 
достатньо специфічними випадками кутового руху 
твердого тіла, для яких існують аналітичні розв’язки 
динамічних і кінематичних рівнянь, практичний 
інтерес представляє отримання оцінок точності 
алгоритмів орієнтації, в тому числі оптимізованих під 
конкретний рух, на більш складних кутових рухах. В 
роботах [16-18] запропоновані нові тестові рухи 
твердого тіла, в основі яких лежить тригонометричне 
представлення кватерніона орієнтації.  

В даній роботі в якості тестового руху 
пропонується еталонна модель, основана на 
чотиричастотному представленні кватерніона 
орієнтації і проводиться оптимізація коефіцієнтів в 
алгоритмі Міллера на цій моделі. 

Чотиричастотна аналітична модель кутового 
руху твердого тіла. Отримаємо математичну модель 
кінематики кутового руху твердого тіла, основану на 
послідовності чотирьох елементарних поворотів, де 
перші три повороти здійснюються в послідовності 
кутів Крилова ,  і [2], а четвертий поворот 
здійснюється навколо другої поверненої осі на кут . 
Компоненти результуючого кватерніона  повороту 

 в цьому випадку будуть мати 
вигляд: 

 

, 

де  – орти відповідних осей.  

Покомпонентно отримаємо:  

; 

; (3) 

; 

. 

Отриманий кватерніон орієнтації  є 
нормованим: . Нехай кути , ,  і  
змінюються у часі за деяким законом: 

, , , . 

Тоді проекції вектора кутової швидкості 

 

на зв’язані осі, що відповідає такій кінематичній 
моделі, можна отримати з оберненого кінематичного 
рівняння для кватерніона : 

 ,     (4) 

де  – спряжений кватерніон до . В цьому 
випадку маємо: 

 

 

   (5) 

 

 

Нехай кути , ,  і  змінюються у часі 
лінійно: , , , .  

Тоді модельний кватерніон орієнтації (3) буде 
мати вигляд: 
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; 

 

 

 

;  (6) 

 

 

; 

 

 

. 

В цьому випадку проекції вектора кутової 
швидкості твердого тіла на зв’язані осі набувають 
вигляду: 

 
 

 

     (7) 

 
 

Кінематична модель (3) разом з вектором кутової 
швидкості , що відповідає цій кінематичній 
моделі, цілком описують кутовий рух твердого тіла. 
Така модель обертання при належному наборі частот 

 може застосовуватися для моделювання 
кутового руху твердого тіла в умовах вібрацій. 

Для оцінювання точності алгоритмів орієнтації в 
БІНС модель обертання (3), (7) треба доповнити 
математичною моделлю датчиків кутової швидкості. 
Для цього алгоритмічно треба знайти спочатку в 
аналітичному вигляді компоненти вектора позірного 
повороту  

        (8) 

а потім скористатися різницевою формулою: 

,        .(9) 

Оскільки при цьому в моделі кутового руху (3), 
(7) і в значеннях квазікоординат (9) відсутні похибки, 
пов’язані з чисельним інтегруванням, можна вважати, 
що побудований тестовий рух для оцінювання 
точності алгоритмів орієнтації в БІНС.  

Програмно-чисельна реалізація моделі 
кутового руху. Реалізуємо програмно-чисельно 
модель обертального руху (3), (6) з тактом с 
на інтервалі часу с для значень частот 
кінематичної моделі , , , 

. Отримані залежності проекцій вектора 
швидкості на зв’язані осі представлені на рис 1. 
Отримані траєкторії ,  в 
конфігураційному просторі параметрів орієнтації 
наведені на рис. 2.  

Програмно-чисельна оптимізація алгоритма 
Міллера. Для аналізу точності алгоритма Міллера з 
метою уточнення коефіцієнтів застосуємо оцінку 
накопиченого обчислювального дрейфу [2]: 

, (10) 
де  – кватерніон накопиченої похибки орієнтації 

, – обчислений алгоритмом 

орієнтації кватерніон в момент ,  – кватерніон, 
спряжений до кватерніона орієнтації еталонної моделі 
(3).  

Щоб отримати обчислений на основі алгоритма 
кватерніон орієнтації , застосуємо формулу 
складання поворотів 

 ,  (11) 

де  - кватерніон, обчислений на 
основі квазікоординат (1) на такті : 

, 

, ,  (12) 

де – компоненти вектора орієнтації, 

. Алгоритм визначення 
кватерніона повороту (12) має четвертий порядок 
точності. 
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а 

 
b 

 
c 

Рисунок 1 – Проекції вектора кутової швидкості твердого 
тіла від часу при , , ,  

a – на першу вісь; b – на другу вісь; c – на третю вісь 

Моделювання тестового руху і оцінювання 
алгоритма Міллера проведемо за схемою, що наведена 
на рис.3. 

Перший етап оптимізації. Зазначимо, що в 
класичному алгоритмі Міллера (2) і в модифікації 
Ігнагні сума коефіцієнтів . 
Проаналізуємо точність алгоритма Міллера 

 і модифікації Ігнагні 
, змінюючи  в межах 

[1.125; 1.128]. Результати чисельного експерименту 
представлені в табл. 1 і на рис.4. В результаті 
отримали, що мінімальне значення оцінки похибки 
дрейфу спостерігається не для , як це має 
місце для класичного алгоритма Міллера і модифікації 
Ігнагні, а при . 

Другий етап оптимізації. На першому етапі 
оптимізації було отримано, що найкращий результат в 
сенсі мінімуму накопиченої похибки дрейфу має 
місце, коли сума коефіцієнтів в алгоритмі Міллера 

. Після цього можна уточнити значення 
коефіцієнтів  і . Для цього будемо змінювати 
коефіцієнт  в межах від 0.8 до 1.2. Результати 
обчислень оцінки похибки накопиченого дрейфу при 

застосуванні алгоритма Міллера із зміненими 
коефіцієнтами представлені в табл.2 і на рис.5. 

 
а 

 
b 

 
c 

Рис. 2 – Траєкторії в конфігураційному просторі параметрів 
орієнтації еталонної моделі 

 при  , , ,  
а – ; b – ; c –  

 

 
Рис. 3– Блок-схема моделювання 

-2

-1,5

-1

-0,5

0

0,5

1

1,5

2

0 200 400 600 800 1000

t, sec

w1
, ra

d/s
ec

-1

-0,5

0

0,5

1

1,5

2

2,5

0 200 400 600 800 1000

t, sec

w2
, ra

d/s
ec

-2

-1,5

-1

-0,5

0

0,5

1

1,5

2

0 200 400 600 800 1000

t, sec

w3
, ra

d/s
ec

15.01 =k 55.12 =k 35.03 =k 75.04 =k

125.1=+ ba

)80/57,80/33( == ba
)80/54,80/36( == ba ba +

125.1=+ ba

127.1=+ ba

127.1=+ ba
a b

a

-1

-0,8

-0,6

-0,4

-0,2

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

-1 -0,5 0 0,5 1
1l

-1

-0,8

-0,6

-0,4

-0,2

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

-1 -0,5 0 0,5 1

0l

2l

-1
-0,8
-0,6
-0,4
-0,2
0

0,2
0,4
0,6
0,8
1

-1 -0,5 0 0,5 1

0l

3l

15,01 =k 55,12 =k 35,03 =k 75.04 =k
)( 01 ll )( 02 ll )( 03 ll



ISSN 2078-9130 

48  Вісник Національного технічного університету «ХПІ».  
Серія: Динаміка і міцність машин.№ 2. 2021 

Таблиця 1. – Точність алгоритмів на еталонній моделі (3) 
 

 класичний 
алгоритм Міллера, 

дрейф (рад) 

модифікація 
Ігнагні, дрейф 

(рад) 
1.125 0.000556 0.000561 
1.126 0.000239 0.000244 
1.1265 8.14Е-05 8.59Е-05 
1.127 7.84Е-05 7.39Е-05 
1.1275 0.000236 0.000232 
1.128 0.000395 0.00039 

 

 

 

а 

 
b 

 

Рис. 4 – Оцінка накопиченого дрейфу для алгоритмів 
а – Міллера; b – модифікації Ігнагні 

 

Таблиця 2. – Накопичений дрейф 
 

 Змінений алгоритм 
Міллера, дрейф (рад) 

0.8 3.21Е-05 
0.85 2.64Е-05 
0.9 2.09Е-05 
1.0 1.21Е-05 

1.04 1.06Е-05 
1.05 1.06Е-05 
1.06 1.07Е-05 

 

  
Рис. 5 – Оцінка накопиченого дрейфу для зміненого 

алгоритма Міллера в залежності від коефіцієнта  

В результаті чисельної оптимізації було 
отримано, що мінімальне значення накопиченої 
похибки обчислювального дрейфу спостерігається при 
значеннях коефіцієнтів в алгоритмі Міллера , 

. При цьому ця похибка (1.06Е-05 рад) 
значно менша, ніж відповідні похибки для класичного 
алгоритма Міллера (7.84Е-05 рад) і модифікації 
Ігнагні (7.39Е-05 рад).  

Висновки. У статті представлений аналітичний 
тестовий рух твердого тіла, оснований на новій 
кінематичній моделі чотирьох послідовних поворотів 
на лінійні кути. На відміну від відомих випадків 
інтегрованості в квадратурах системи рівнянь 
обертання твердого тіла (регулярної прецесії і 
конічного руху) даний кутовий рух є більш 
узагальненим кутовим рухом, який при належному 
наборі частот можна також застосувати для 
моделювання вібраційної обстановки з метою 
відпрацювання алгоритмів орієнтації в БІНС. 
Розроблена розрахункова програма на мові С++, яка 
дозволяє отримувати з заданим тактом еталонну 
кінематичну модель кутового руху, чисельно 
реалізувати математичну модель датчиків кутової 
швидкості, математичну модель алгоритма орієнтації і 
отримувати оцінку накопиченого дрейфу. Проведена 
програмно-чисельна оптимізація алгоритма Міллера 
на представленому тестовому русі і показано, що 
мінімальна похибка накопиченого дрейфу 
спостерігається при значенні коефіцієнтів , 

, причому ця похибка значно менша, ніж це 
має місце для традиційного алгоритма Міллера і 
модифікації Ігнагні, коефіцієнти в яких оптимізовані 
під конічний рух. 
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