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В. П. ОЛЬШАНСЬКИЙ, С. В. ОЛЬШАНСЬКИЙ, М. В. СЛІПЧЕНКО 
ДИНАМІКА ОСЦИЛЯТОРА З КВАДРАТИЧНОЮ НЕЛІНІЙНІСТЮ У ВИРАЗІ СИЛИ ПРУЖНОСТІ, 

НАВАНТАЖЕНОГО СТУПІНЧАСТИМ ІМПУЛЬСОМ 
Описано нестаціонарні коливання осцилятора з квадратичною нелінійністю у виразі сили пружності при дії миттєво прикладеної сталої 

сили. Аналітичний розв’язок нелінійного диференціального рівняння другого порядку виражено через періодичні еліптичні функції Якобі. 
Показано, що коефіцієнт динамічності нелінійної системи залежить від значення миттєво прикладеної сили і напряму її дії, оскільки 

характеристика пружності системи несиметрична. Якщо сила спрямована в бік додатніх переміщень, то характеристика системи «жорстка» і 

коефіцієнт динамічності знаходиться в проміжку ( )2;3 , тобто він менший, ніж у лінійної системи. У випадку, коли сила спрямована в бік 

від’ємних переміщень, характеристика пружності системи «м’яка» і коефіцієнт динамічності попадає в проміжок (2; 3), тобто він більший 

ніж у лінійної системи. У другому випадку деформування існують статичне і динамічне критичні значення сили, перевершення яких 

призводить до втрати стійкості системи. Динамічне критичне значення сили менше, ніж статичне. Оскільки переміщення осцилятора 
виражаються через функції Якобі, запропонована формула наближеного їх обчислення з використанням таблиці повного еліптичного 

інтегралу першого роду. Наведено результати розрахунків, які ілюструють можливості викладеної теорії. Для порівняння, паралельно з 

використанням аналітичних розв’язків, проводилось чисельне комп’ютерне інтегрування диференціального рівняння руху. Збіжність 

результатів розрахунку двома способами підтвердила адекватність виведених формул, які придатні також для аналізу руху квадратично 

нелінійного осцилятора з симетричною характеристикою пружності. Таким чином, розглянута нелінійна задача має аналітичний розв’язок в 

еліптичних функціях, а процес руху залежить від того, в який бік діє зовнішня сила. Крім того, при дії сили в бік меншої жорсткості 
можлива втрата стійкості системи. 

Ключові слова: нелінійний осцилятор, квадратична нелінійність, ступінчастий силовий імпульс, еліптичні функції Якобі. 

Описано нестационарные колебания осциллятора с квадратичной нелинейностью в выражении силы упругости при действии мгновенно 
приложенной постоянной силы. Аналитическое решение нелинейного дифференциального уравнения второго порядка выражено через 

периодические эллиптические функции Якоби. Показано, что коэффициент динамичности нелинейной системы зависит от значения 
мгновенно приложенной силы и направления ее действия, поскольку характеристика упругости системы несимметричная. Если сила 

направлена в сторону положительных перемещений, то характеристика системы «жесткая» и коэффициент динамичности находится в 

промежутке ( )2;3 , то есть он меньший, чем у линейной системы. В случае, когда сила направлена в сторону отрицательных перемещений, 

характеристика упругости системы «мягкая» и коэффициент динамичности попадает в промежуток (2, 3), то есть он больший, чем в 

линейной системы. Во втором случае деформирования существуют статическое и динамическое критические значения силы, превышение 

которых приводит к потере устойчивости системы. Динамическое критическое значение силы меньше, чем статическое. Поскольку 
перемещение осциллятора выражаются через функции Якоби, предложенная формула приближенного их вычисления с использованием 

таблицы полного эллиптического интеграла первого рода. Приведены результаты расчетов, которые иллюстрируют возможности 

изложенной теории. Для сравнения, параллельно с использованием аналитических решений, проводилось численное компьютерное 

интегрирование дифференциального уравнения движения. Сходимость результатов расчета двумя способами подтвердила адекватность 

выведенных формул, которые годятся также для анализа движения квадратично нелинейного осциллятора с симметричной характеристикой 

упругости. Таким образом, рассмотренная нелинейная задача имеет аналитическое решение в эллиптических функциях, а процесс движения 
зависит от того, в какую сторону действует внешняя сила. Кроме того, при воздействии силы в сторону меньшей жесткости возможна 

потеря устойчивости системы. 

Ключевые слова: нелинейный осциллятор, квадратичная нелинейность, ступенчатый силовой импульс, эллиптические функции 

Якоби. 

The unsteady oscillations of an oscillator with a quadratic nonlinearity in the expression of the elastic force under the action of an instantaneously 

applied constant force are described. The analytical solution of a second-order nonlinear differential equation is expressed in terms of periodic Jacobi 
elliptic functions. It is shown that the dynamic coefficient of a nonlinear system depends on the value of the instantaneously applied force and the 

direction of its action, since the elasticity characteristic of the system is asymmetric. If the force is directed towards positive displacements, then the 

characteristic of the system is "rigid" and the dynamic coefficient is in the interval ( )2;3 , that is, it is smaller than that of a linear system. In the case 

when the force is directed towards negative displacements, the elasticity characteristic of the system is «soft» and the dynamic coefficient falls into the 

gap (2, 3), that is, it is larger than in the linear system. In the second case of deformation, there are static and dynamic critical values of the force, the 

excess of which leads to a loss of stability of the system. The dynamic critical force value is less than the static one. Since the displacement of the 
oscillator is expressed in terms of the Jacobi functions, the proposed formula for their approximate calculation using the table of the full elliptic 

integral of the first kind. The results of calculations are given, which illustrate the possibilities of the stated theory. For comparison, in parallel with the 

use of analytical solutions, numerical computer integration of the differential equation of motion was carried out. The convergence of the calculation 
results in two ways confirmed the adequacy of the derived formulas, which are also suitable for analyzing the motion of a quadratically nonlinear 

oscillator with a symmetric elastic characteristic. Thus, the considered nonlinear problem has an analytical solution in elliptic functions, and the 

process of motion depends on the direction in which the external force acts. In addition, when a force is applied towards a lower rigidity, a loss of 
system stability is possible. 

Keywords: nonlinear oscillator, quadratic nonlinearity, stepwise force impulse, Jacobi elliptic functions. 

Вступ. Коливання є широко розповсюдженими 

в елементах конструкцій. Дослідженню коливань 

присвячено багато робіт, але й нині ця область 

викликає зацікавленість дослідників. Однією з 

властивостей нелінійних коливань є існування 

коливальних систем, для яких значення коефіцієнту 

динамічності залежать від величини та напряму 

миттєво прикладеної сили. В роботі розглянуто 

осцилятор з квадратичною характеристикою 

пружності і умови за яких можлива така залежність. 

 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 

Дослідження нелінійних коливань осциляторів 

пов’язане з розвитком методів нелінійної механіки і 

має тривалу історію [1]. Значні успіхи в цій галузі 

науки належать Московсько-Горьківській [2] та 

Київській [3] школам, де розглядали в основному 

автоколивання, вільні та вимушені стаціонарні 

коливання. Накопичені роботи останніх років у 

згаданому напрямі теорії коливань систематизовано 

у вітчизняних [4-6] та зарубіжних [7] 

монографічних виданнях і численних статтях, 
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зокрема [8-11]. Відомі досягнення у вивченні 

нестаціонарних коливань нелінійних систем 

стосуються також режимів переходу через резонанс 

[12, 13], коли рух проходить із змінними 

амплітудами і частотами. Вагомі здобутки стали 

можливими завдяки розробці й застосуванню 

асимптотичних методів нелінійної механіки в 

поєднанні з чисельними методами. Існують також і 

інші способи наближеного аналізу таких систем 

[14].  

Значно менше відомих публікацій 

висвітлюють особливості нестаціонарних коливань 

нелінійних осциляторів при імпульсних 

навантаженнях, хоча тут теж є можливість будувати 

точні аналітичні розв’язки диференціальних рівнянь 

руху в спеціальних функціях [15, 16]. Про них далі 

йдеться у цій роботі. 

 

Метою статті є дослідження особливостей 

руху осцилятора, що має квадратичну нелінійність 

у виразі сили пружності, при дії ступінчастого 

імпульсу. 

Саме при такій нелінійності осцилятор має 

несиметричну силову характеристику, що вносить 

певні особливості в процес руху. Його вільні 

коливання методами нелінійної механіки 

досліджували в [17], де відзначено, що не всі із 

асимптотичних методів, без належної модернізації, 

придатності для аналізу руху. Тому в [17] задіяно 

метод І.Г. Малкіна.  

 

Основна частина роботи. 

Тут розглянуто динамічне деформування 

коливальної системи миттєво прикладеною сталою 

силою, причому будуємо точні аналітичні розв’язки 

рівняння руху. При цьому розрізняємо два випадки 

деформування. У першому з них зовнішню силу 

вважаємо спрямованою в бік більшої жорсткості 

системи (прийнятих додатних переміщень вгору), а 

в другому – в бік меншої жорсткості (від’ємних 

переміщень вниз). 

1. У першому випадку рух осцилятора 

описуємо диференціальним рівнянням: 

( )tPHxcxсxm =++ 2

21
 ,  (1) 

де m  – маса осцилятора; 01 c , 02 c  –

характеристики пружності системи; P  – значення 

миттєво прикладеної сили; ( )tH  – одинична 

функція Хевісайда. 

Рівняння (1) розв’язуємо при нульових 

початкових умовах: 

( ) 00 =x ;  ( ) 00 =x .        (2) 

Уведенням позначення 
2xy =  рівнянню (1) 

надаємо вигляд: 

m

P
x

m

c
x

m

с

xd

yd 222 221 =++ . 

Проінтегрувавши його, з урахуванням 

прийнятих початкових умов (2), отримуємо: 

( ) 3221

3

22
x

m

c
x

m

с
x

m

P
xy −−= . (3) 

Позначивши розмах прямого ходу вгору 

символом a  маємо рівняння ( ) 0=ay , яке з 

урахуванням (3) стає квадратним: 

0
3

2
2 2

21 =−− acacP . 

Звідки випливає, що: 

2
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1
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9
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c
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+−= . (4) 

Статичне відхилення осцилятора cx  під дією 

сили P  задовольняє рівнянню: 

Pxcxc cc =+ 1
2

2  

і становить: 

2

2

2

1

2

1

4

1

2 c

P

c

c

c

c
xc +










+−= .  (5) 

Тому, згідно з (4), (5), коефіцієнт динамічності 

системи дK  дорівнює: 

141

1
3

16
1

2

3

2

1

2

2

1

2

д

−+

−+

==

c

Pc

c

Pc

x

a
K

c

. (6) 

Він не залежить від m , але залежить від P , 

що є наслідком нелінійності системи. 

Виконавши в (6) граничний перехід 0→P , 

отримуємо: 

2
2

3/8

2

3
lim д

0
==

→
K

P
. 

У другому граничному випадку →P  маємо: 

23
2

3/4

2

3
lim д ==

→
K

P
. 

Отже, при збільшенні значення миттєво 

прикладеної сили зменшується дK  на проміжку 

( )2;3д K . 

Граничний перехід 02 →с  дає: 

2lim д
02

=
→

K
c

, 

що відповідає лінійній системі. 

Розглянемо далі переміщення прямого ходу 

 ax ;0 , де другий інтеграл рівняння (1) має 

вигляд: 

( ) 








−−

==

xx

xcxcPx

xd
m

xy

xd
t

0 2

21

0

3

2
2

. 

Для його обчислення переходимо до нової 

змінної інтегрування 2ux = . Тоді: 

( )( )
+−

=

x

ubua

ud

c

m
t

0
22

2

6
. (7) 
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Тут a
c

c
ab ,

2

3

2

1+=  – визначено в (4). 

Інтеграл в (7) відноситься до табличних. Згідно 

з [18]: 















++

+

+
=

ba

a

xb

ba

a

x

bac

m
t ;arcsinF

16

2

, (8) 

де символом F  – позначено неповний еліптичний 

інтеграл першого роду. 

Задавши в (8) ax = , отримуємо формулу 

тривалості 1t  прямого ходу (напівциклу коливань): 

( ) 













++
=
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a

bac

m
t K

6

2

1 . 

Тут K  – повний еліптичний інтеграл першого 

роду, таблиці якого надруковано в [19, 20] та інших 

виданнях із спеціальний функцій. 

Уведенням позначення 
( )

t
m

baс

6

2 +
=  виразу 

(8) надаємо вигляд: 

=
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a
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a

x
;arcsinF . 

Звідки, шляхом інверсії, виводимо формулу 

переміщення осцилятора під час прямого ходу 

вгору: 

( )
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в якій 














+ ba

a
;sn   – еліптичний синус Якобі. 

На зворотному ході, коли осцилятор 

переміщується вниз з положення ax =  в 

положення 0=x  квадрат швидкості становить: 

( ) ( ) ( )xbxxa
m

c
xy +−= 2

3

2
. 

Другий інтеграл рівняння (1) має форму: 

( ) ( ) ( )
+−

==−

a

x

a

x xbxxa

xd

c

m
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2

1
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3
. (10) 

Переходом до нової змінної інтегрування 
2zx = , замість (10) одержуємо: 

( ) ( ) ( )( )
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Звідки випливає, що: 

( )
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Тут 
( )

( )  111

2
2;,2

6
ttttt

m

baс
−

+
= . 

Формули (9) і (11) мають однакову форму, що 

є наслідком ідеальної пружності системи, коли 

перший і другий напівцикли коливань симетричні 

відносно вертикалі 1tt =  на графіку ( )tx . 

2. Далі розглянемо другий випадок 

деформування, при якому: 

( )tPHxcxсxm −=++ 2

21
 .  (12) 

У цьому випадку навантаження на прямому 

ході квадрат швидкості становить: 

( ) 3221

3

22
x

m

c
x

m

с
x

m

P
xy −−−= , (13) 

де  0,1ax − , 1a  – розмах коливань вниз. Його 

значення подається формулою: 
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−= . (14) 

Оскільки тут підкореневий вираз не може бути 

від’ємним, це накладає обмеження на значення 

миттєво прикладеної сили: 

2

2

1
кд

16

3

с

с
PP = .  (15) 

Критичне значення динамічного навантаження 

кдP  не залежить від маси системи m . 

Статичне відхилення системи вниз 1cx  

становить: 
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c
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+−= . 

Тут підкореневий вираз додатній, коли: 

2

2

1
кc

4

1

с

с
PP = . 

Отже критичне значення статичного 

навантаження кcP  більше за критичне значення 

динамічного навантаження кдP . 

Якщо виконується нерівність (15), то 

коефіцієнт динамічності становить: 

2

1

2

2

1

2

1

1
д

411

3

16
11

2

3

c

Pc

c

Pc

x

a
K

c
−−

−−

== . (16) 

Обчислення границь в (16) дає: 

2lim д
0

=
→

K
P

;   3lim д
кд

=
→

K
PP

. 

Таким чином, збільшення P  супроводжується 

збільшенням коефіцієнта динамічності в інтервалі 
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( )3;2д K . 

Виведемо формулу переміщення прямого ходу 

вниз. Для цього скористаємося другим інтегралом 

рівняння (12): 

( )=
0

x xy

xd
t , 

що з урахуванням (13) має вигляд: 

( ) ( )
−

−−
=

x

ubua

ud

c

m
t

0
2

1

2

12

6
. (17) 

Тут 
2

2

2

1
11

3

16

9
2

c

P

c

c
ab −










+= , 1a  – визначено 

в (14). 

Інтеграл в (17) теж виражається через 

неповний еліптичний інтеграл першого роду. Згідно 

з [18] 













 −
=

1

1

112

;arcsinF
6

b

a

a

x

bc

m
t , (18) 

де символом F  – позначено неповний еліптичний 

інтеграл першого роду. 

Тому тривалість руху осцилятора вниз 2t  

становить: 
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1

21
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Інверсія виразу (18) дає: 

( )













−=

1

12

1 ;sn
b

a
atx  ,  (19) 

Тут: t
m

сb

6

21
= . 

Формулу (19) можна використати для 

розрахунку переміщень і зворотного ходу з 

положення 1ax −=  в положення 0=x , якщо 

покласти в ній ( )tt
m

сb
−= 2

21
2

6
 . При цьому 

 22 2; ttt ;  0;ax − . 

 

Числові результати. Для реалізації одержаних 

аналітичних розв’язків потрібно обчислювати 

значення еліптичного синуса, що можна проводити 

за наближеною формулою [6]: 





























+
=















+ ba

a

ba

a
;sin;sn  ,    (20) 

в якій: 
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 . 

Розрахунки проводимо при 2=m  кг; 

8001 =с  Н/м; 32002 =с  Н/м2; 20=P Н. 

У першому варіанті навантаження: 

044677,0=a  м; 022902,0=cx  м; 9508,1д =K ; 

419677,0=b  м; 61082,1K = ; 14475,01 =t  с; 

59630,2K = ; 0063229,0= . Результати обчислень 

( )tx , для окремих t , за формулами (9), (20), (11), 

(20) записано в табл. 1. Там, для порівняння, 

вказано також ( )tx , до яких призводить чисельне 

комп’ютерне інтегрування рівняння (1). 

Спостерігається гарна збіжність результатів 

розрахунку двома способами, що підтверджує 

вірогідність аналітичних розв’язків. 

Більш повна картина коливань подана графічно на 

рис. 1, який одержано чисельним розв’язанням 

задачі Коші на комп’ютері. 

Таблиця 1 – Значення ( )tx  у першому варіанті навантаження 

t100 , с 
Формули (9), (20) 

Чисельна 

інтеграція t100 , с 

Формули (11), 

(20) 

Чисельна 

інтеграція 

Значення ( )tx100 , м Значення ( )tx100 , м 

3 0,4365 0,4366 15 4,4525 4,4525 

6 1,5887 1,5888 18 3,8177 3,8179 

9 3,0185 3,0187 21 2,5226 2,5228 

12 4,1379 4,1380 24 1,1266 1,1267 

Таблиця 2 – Значення ( )tx  у другому варіанті навантаження 

t100 , с 

Формули (19), 

(20) 

Чисельна 

інтеграція t100 , с 

Формули (19), 

(20) 

Чисельна 

інтеграція 

Значення ( )tx100− , м Значення ( )tx100− , м 

4 0,7587 0,7587 20 5,7843 5,7844 

8 2,5995 2,5997 24 4,5850 4,5852 

12 4,5620 4,5621 28 2,6276 2,6278 

16 5,7757 5,7757 32 0,7786 0,7784 
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У другому варіанті навантаження: 059413,01 =a  

м; 028175,01 −=cx  м; 1087,2д =K ; 315587,01 =b  м; 

65379,1K = ; 28493,2K = ; 0130297,0= ; 

18027,02 =t  с; 5,37кд =P Н; 50кс =P  Н.  

Обчислені за формулою (19) та чисельним 

інтегруванням рівняння руху на комп’ютері ( )tx  

записано в табл. 2. 
 

 
Рис. 1 – Графік коливань осцилятора при першому 

варіанті навантаження 

 

Тут теж маємо гарну узгодженість результатів 

розрахунку двома методами. 

Графік коливань осцилятора в другому варіанті 

навантаження подано на рис. 2. 

Якісну зміну процесу руху осцилятора маємо на 

рис. 3, де він одержаний чисельним інтегруванням 

рівняння (1) при 5,37H40 кд == PP  Н. 

 

 
Рис. 2 – Графік коливань осцилятора при 20=P Н 

(до 6,0=t  с) 

 
Рис. 3 – Графік руху осцилятора при 40=P Н 

(до 4,0=t  с) 

 

На рис. 3 спостерігається втрата стійкості руху 

коливальної системи. 

 

Висновки. Розглянута нелінійна задача має 

аналітичний розв’язок в еліптичних функціях. Процес 

руху залежить від того, в який бік діє зовнішня сила. 

При дії сили в бік меншої жорсткості можлива втрата 

стійкості системи. Проведення чисельного 

комп’ютерного інтегрування диференціального 

рівняння руху підтвердило адекватність побудованих 

аналітичних розв’язків. 
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