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КОЛИВАННЯ, ЯКІ ОПИСУЄ МОДИФІКОВАНЕ РІВНЯННЯ РЕЛЕЯ 
 

В статті досліджено варіанти коливального руху, який буде описувати відоме рівняння Релея, що відіграло важливу роль при 
моделюванні автоколивань, після заміни в ньому знаку дисипативної сили та введення там замість третього ступеня неліній-
ності довільного невід’ємного показника. Методом енергетичного балансу встановлено, що змінене таким чином рівняння 
руху, в залежності від значення показника нелінійності, може описувати різні варіанти коливань. Так рух зводиться до квазі-
лійних автоколивань, коли показник ступеня менший одиниці. Їх амплітуда в усталеному режимі не залежить від початкових 
умов. Якщо показник степеня дорівнює одиниці, то лінійне рівняння може описувати усталені гармонічні коливання з амплі-
тудою, що дорівнює початковому відхиленню системи від положення рівноваги або вільні коливання зі змінними розмахами. 
В залежності від знаку дисипативної сили розмахи або спадають або зростають з плином часу за експоненціальним законом. 
У другому випадку осцилятор втрачає стійкість. Якщо показник нелінійності у виразі дисипативної сили більший одиниці, 
то при «малих» початкових відхиленнях видозмінене рівняння описує вільні затухаючі коливання відносно нульового поло-
ження, а при «великих» стартових відхиленнях – коливання зі зростанням розмахів. Стійкий рух, спричинений «малим» ста-
ртовим збуренням, замінюється на втрату стійкості системи при «великих» збуреннях. Ці можливості рівняння типу Релея 
випливають не тільки із одержаних наближених аналітичних розв’язків, а також підтверджені чисельним інтегруванням мо-
дифікованого рівняння на комп’ютері. За підсумками такого інтегрування побудовано графіки коливань при різних варіантах 
руху. Вони стосуються конкретних розрахункових параметрів осциляторів і задовільно узгоджуються з результатами обчис-
лень, за методом енергетичного балансу.  

Ключові слова: квазілінійні автоколивання, видозмінене рівняння Релея, метод енергетичного балансу, чисельне інте-
грування задачі Коші. 

 
В.П. ОЛЬШАНСКИЙ, С.В. ОЛЬШАНСКИЙ 
 
КОЛЕБАНИЯ, КОТОРЫЕ ОПИСЫВАЕТ МОДИФИЦИРОВАННОЕ УРАВНЕНИЕ РЕЛЕЯ   
 

В статье исследовано варианты колебательного движения, которое будет описывать известное уравнение Рэлея, что сыграло 
важную роль при моделировании автоколебаний, после замены в нем знака диссипативной силы и введения там вместо 
третьей степени нелинейности произвольного неотрицательного показателя. Методом энергетического баланса установлено, 
что измененное таким образом уравнение движения, в зависимости от значения показателя нелинейности, может описывать 
различные варианты колебаний. Так движение сводится к квазилинейным автоколебаниям, когда показатель степени мень-
ший единицы. Их амплитуда в установившемся режиме не зависит от начальных условий. Если показатель степени равен 
единице, то линейное уравнение может описывать установившиеся гармонические колебания с амплитудой, равной началь-
ному отклонению системы от положения равновесия или свободные колебания с переменными размахами. В зависимости от 
знака диссипативной силы размахи или убывают или возрастают с течением времени по экспоненциальному закону. Во вто-
ром случае осциллятор теряет устойчивость. Если показатель нелинейности в выражении диссипативной силы больше еди-
ницы, то при «малых» начальных отклонениях видоизмененное уравнение описывает свободные затухающие колебания 
относительно нулевого положения, а при «больших» стартовых отклонениях – колебания с возрастанием размахов. Устой-
чивое движение, вызванное «малым» стартовым возмущением, заменяется на неустойчивость системы при «больших» воз-
мущениях. Эти возможности уравнения типа Рэлея вытекают не только из полученных приближенных аналитических реше-
ний, а также подтверждены численным интегрированием модифицированного уравнения на компьютере. По итогам этого 
интегрирования построено графики колебаний при различных вариантах движения. Они касаются конкретных расчетных 
параметров осцилляторов и удовлетворительно согласуются с результатами расчетов, проведенных методом энергетическо-
го баланса. 

Ключевые слова: квазилинейные автоколебания, видоизмененное уравнение Рэлея, метод энергетического баланса, 
численное интегрирование задачи Коши. 

 
V.P. OLSHANSKIY, S.V. OLSHANSKIY 
 
OSCILLATIONS DESCRIBING MODIFIED RAYLEIGH EQUATION  
 

The article explores the options for oscillatory motion, which will describe the well-known Rayleigh equation, which played an im-
portant role in modeling self-oscillations, after replacing the sign of the dissipative force in it and introducing an arbitrary inalienable 
index instead of the third degree of nonlinearity there. Using the energy balance method, it was found that the equations of motion 
changed in this way, depending on the value of the nonlinearity index, can describe various oscillation options. So the movement is 
reduced to quasilinear self-oscillations, when the exponent is less than unity. Their amplitude in steady state is independent of the 
initial conditions. If the exponent is equal to unity, then the linear equation can describe steady harmonic oscillations with an ampli-
tude equal to the initial deviation of the system from the equilibrium position or free oscillations with variable ranges. Depending on 
the sign of the dissipative magnitude, the magnitude either decreases or increases over time according to the exponential law. In the 
second case, the oscillator loses stability. If the non-linearity index in the expression of the dissipative force is greater than unity, then 
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for «small» initial deviations, the modified equation describes free damped oscillations relative to the zero position, and for «large» 
starting deviations, oscillations with increasing ranges. Stable motion caused by a «small» starting disturbance is replaced by system 
instability under «large» disturbances. These possibilities of an equation of Rayleigh type follow not only from the obtained approxi-
mate analytical solutions, but also are confirmed by numerical integration of the modified equation on a computer. Based on the re-
sults of this integration, oscillation graphs were constructed for various types of movement. They relate to specific design parameters 
of oscillators and are in satisfactory agreement with the results of calculations performed by the energy balance method. 

Keywords: quasilinear self-oscillations, modified Rayleigh equation, energy balance method, numerical integration of the 
Cauchy problem. 

 
Вступ. Як відзначено в [1], класичне рівняння 

Релея має важливе значення в теорії автоколивань. З 
ними доводиться мати справу в акустиці, електро- і 
радіотехніці, засобах транспорту, металообробці, сіль-
ськогосподарському виробництві, тощо. Тому важли-
во належним чином моделювати цей рух. 

 
Огляд публікацій і постановка мети дослі-

дження. Оскільки автоколивання є різновидом нелі-
нійних коливань їм приділена значна увага в багатьох 
виданнях з нелінійної динаміки, зокрема в [2-4]. Авто-
коливанням присвячені також спеціальні окремі ви-
дання [5, 6]. Теорію, висвітлену в [7], було задіяно в 
[8-10] для дослідження автоколивань конкретних еле-
ментів конструкцій. Одержані там результати узагаль-
нено в роботах [11, 12]. Асимптотичний розв’язок рів-
няння Релея надруковано в [13]. Якщо в указаному 
рівнянні поміняти знак дисипативної сили та замінити 
кубічну нелінійність на степеневу з невід’ємним пока-
зником, то, крім автоколивань, воно стане описувати й 
інші варіанти коливального руху. З цим пов’язана ме-
та даної роботи. 

 
Метою роботи є виявлення тих видів коливаль-

ного руху, які буде описувати модифіковане рівняння 
Релея при різних значеннях сталих у ньому. 

Для досягнення поставленої мети використовує-
мо метод енергетичного балансу та результати роботи 
[14], де вказаним методом було досліджено рух, який 
описує рівняння типу Релея, коли в ньому позитивні 
обидва доданки у виразі сили опору. На відміну від 
[14], тут степеневий доданок від’ємний. 

 
Основний зміст роботи. Модифіковане рівняння 

Релея подаємо в формі: 
( ) 0sign21 =+−+ xcxxkxkxm v .                   (1) 

Тут m – маса осцилятора; −>> 0,0 21 kk  коефіці-
єнти опору; ν –  показник нелінійності; c – коефіцієнт 
пружності; ( )−= txx  переміщення системи, як функ-
ція часу t; крапка над x означає похідну по t. 

З’ясуємо, які види руху буде описувати рівняння 
(1) при початкових умовах: 

( ) 00 ax = ;  ( ) 00 =x , 
де a0 стартове відхилення системи від положення рів-
новаги. 

За підсумками роботи [14] цей рух, при малих 
значеннях коефіцієнтів опору, наближено описується 
виразом: 

( ) ( ) ( )ttatx ωcos= ,                          (2) 
у якому: 
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Γ(z) – гама-функція. 
Далі розглянемо три випадки значень ν. 
 
1. У першому приймаємо, що 10 <≤ v . Для таких 

ν: ( ) 011 <−vλ  і ( )1 1lim 0t

t
eλ ν −

→∞
= . Тому згідно з (3): 

( ) v
t

bata −
∞→

== 1
1

*lim ,                        (4) 

незалежно від a0.  
Величина a* – це амплітуда автоколивань в уста-

леному режимі, який називають граничним циклом на 
фазовій площині [3, 4]. Із (3) і (4) випливає, що при 
a0 > a*  a(t) > a*, а при  a0 <a*  a(t) <a*. У першому ви-
падку розмахи коливань з плином часу прямують до 
значення граничної амплітуди зверху, а в другому ви-
падку – знизу.  

Заслуговують окремої уваги автоколивання, що 
відбуваються при ν = 0. Вони спричинені спільною 
дією сил сухого тертя 2TF k= −  і в’язкого опору 

1OПF k x= . При дії цих сил, враховуючи, що 
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Саме такий вираз для a* знайдено в [12]. В робо-
тах [15, 16] доведено, що граничний цикл з ампліту-
дою коливань (5) є стійким. Отже розв’язок (2), (3) 
узагальнює відомі результати. 

Користуючись формулами (3), (4), обчислимо 
розмахи коливань і амплітуду усталеного режиму при: 

2=m  кг; 81 =k  Нс/м; 42 =k  (с/м)0,4; ν = 0,4; 
1250=c  Н/м. Для цих вихідних даних: 25=ω  с−1; 

( ) 91817,02,1 ≈Γ ; ( ) 90864,07,1 ≈Γ , 0157,0* ≈a  м. Зна-
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чення Гама-функції взяли в таблиці в [17]. Обчислені 
двома способами перші шість пікових відхилень на 
графіку коливань записано в табл. 1 і табл. 2. Значення 
a(ti) обчислено по формулі (3), а значення a(ti

*) – оде-
ржано чисельним комп’ютерним інтегруванням рів-
няння коливань (1). Результати в табл. 1 отримано для 
початкового відхилення a0 = 0,01 м, а в табл. 2 – при 
a0 = 0,03 м. У першому варіанті початкових умов піки 
зростають, а в другому – вони спадають. Розбіжності 

результатів, одержаних двома способами, несуттєві, 
що підтверджує адекватність наближених формул (3), 
(4) у вказаному вище інтервалі значень ν. 

Графіки автоколивань в перехідному режимі для 
вказаних вище початкових відхилень зображено на 
рис. 1 і рис. 2. Вони побудовані за результатами чисе-
льного розв’язання задачі Коші на комп’ютері. 

На обох рисунках, з плином часу t, розмахи аси-
мптотичного прямують до значення a*. 

 
Таблиця 1 – Значення max x(t), при ν = 0,4; a0 = 0,01 м  

i  ti, с 100a(ti), м ti
*, с ( )*100 itx , м 

1 0,25133 1,138 0,25141 1,138 
2 0,50266 1,245 0,50284 1,245 
3 0,75398 1,326 0,75428 1,327 
4 1,00531 1,387 1,00574 1,388 
5 1,25664 1,434 1,25720 1,434 
6 1,50796 1,468 1,50868 1,469 

 
Таблиця 2 – Значення max x(t), при ν = 0,4; a0 = 0,03 м  

i  ti, с 100a(ti), м ti
*, с ( )*100 itx , м 

1 0,25133 2,592 0,25162 2,592 
2 0,50266 2,306 0,50321 2,306 
3 0,75398 2,103 0,75478 2,103 
4 1,00531 1,958 1,00631 1,958 
5 1,25664 1,853 1,25784 1,853 
6 1,50796 1,777 1,50937 1,777 

 

     
Рисунок 1 – Графік автоколивань  

при ν = 0,4; a0 = 0,01 м  
Рисунок 2 – Графік автоколивань  

при ν = 0,4; a0 = 0,03 м 
 
2. При ν = 1 рівняння (1) стає лінійним. Згідно з 

(2), (3) воно описує вільні коливання, спричинені ста-
ртовим відхиленням осцилятора на a0. Розмахи цих 
коливань спадають, коли 21 kk > , залишаються стали-
ми при 21 kk =  ( )( )const0 == ata  і зростають, якщо 

21 kk < . У третьому випадку динамічна система втра-
чає стійкість. 

3. Розглянемо більш детально коливання, які 
описує рівняння (1) при ν > 1. Для цього показника 

( )1 1lim t

t
eλ ν −

→∞
= ∞ . Тому, якщо *0 aa < , то 01

0 >−− ba v  і, 

згідно з (3), ( ) 0lim =
∞→

ta
t

. Вільні затухаючі коливання 

не обмежені у часі, бо мають безліч розмахів. Якщо ж 
початкове відхилення *0 aa > , то 01

0 <−− ba v  і рух зі 
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зростанням розмахів до нескінченності обмежений у 
часі, причому його тривалість t* становить: 

( )* 1
1 0

1 ln
1 v

bt
b aλ ν −=

− −
. 

Не складно довести, що при ν > 1, згідно, з (3), 
( ) ∞=

→
ta

tt *

lim . 

Граничний режим руху, коли ( ) const* == ata , є 
нестійким. 

Щоб переконатись у такій поведінці коливальної 
системи при ν > 1, розглянемо приклад. Для прове-
дення розрахунків приймаємо: 2=m  кг; 81 =k  Нс/м; 

162 =k  (с/м)3; ν = 3; 1250=c  Н/м. При таких число-

вих даних: 25=ω  с−1; π
4
3

2
5

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ ; ( ) 23 =Γ ; 

5,937=b  м−2; 03266,0* =a  м. Графіки коливань, оде-
ржані чисельним інтегруванням рівняння (1) на 
комп’ютері, відповідно при a0 = 0,025 м  і  
a0 = 0,035 м, подано на рис. 3 і рис. 4. 

Інформація про похибки формул (3) і (4) при об-
численні екстремальних переміщень осцилятора і часу 
їх досягнення подана в табл. 3 і табл. 4. Для порівнян-
ня там записано екстремуми x(t*) і час їх досягнення 
t = t*, одержані числовим методом. 

Невеликі розбіжності результатів розрахунку 
двома способами підтверджують адекватність набли-
жених формул (2), (3) і (4) при ν > 1. 

 

     
Рисунок 3 – Графік коливань  

при ν = 3; a0 = 0,025 м  
Рисунок 4 – Графік коливань  

при ν = 3; a0 = 0,035 м 
 

Таблиця 3 – Екстремуми x(t), при ν = 3; a0 = 0,025 м 
i  10ti, с 100a(ti), м 10ti

*, с 100|x(ti
*)|, м 

1 1,2566 2,218 1,2571 2,216 
2 2,5133 1,908 2,5145 1,905 
3 3,7699 1,595 3,7725 1,591 

 
Таблиця 4 – Екстремуми x(t), при ν = 3; a0 = 0,035 м 

i  10ti, с 100a(ti), м 10ti
*, с 100|x(ti

*)|, м 
1 1,2566 3,683 1,2607 3,678 
2 2,5133 4,061 2,5238 4,044 
3 3,7699 5,063 3,7969 5,022 

 
Висновки. Проведене дослідження показало, що 

в залежності від значення показника нелінійності у 
виразі дисипативної сили, модифіковане рівняння Ре-
лея може описувати три варіанти коливань. Це квазі-
лінійні автоколивання, вільні коливання сталої амплі-
туди та вільні коливання зі змінними розмахами. Роз-
махи можуть спадати до нуля або зростати до нескін-
ченності з плином часу, а коливання проходять відно-
сно положення статичної рівноваги осцилятора. Існує 
окремий випадок руху, коли після декількох напівци-

клів, за обмежений проміжок часу, екстремальне від-
хилення системи прямує до нескінченності, тобто 
втрачає стійкість динамічна система. 
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