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УДК 539.3   
 
С.А. НАЗАРЕНКО 
 
АНАЛИЗ ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ ХАРАКТЕРИСТИК ПОВОРОТНО-СИММЕТРИЧНЫХ  
МНОГОКОМПОНЕНТНЫХ КОНСТРУКЦИЙ К ВАРЬИРОВАНИЮ ПАРАМЕТРОВ 
 

Аналіз чутливості може застосовуватися в системах оптимального інтерактивного і автоматизованого проектування конс-
трукцій, при ідентифікації або коригуванні математичних моделей, неруйнівному контролі і вібродіагностиці виробництва і 
експлуатації, стохастичному аналізі характеристик в полі випадкових відхилень геометричних параметрів і властивостей 
матеріалу. При оптимальному проектуванні циклічно-симетричної конструкції з урахуванням технологічної спадковості 
замість детермінованого критерію може розглядатися оцінка функціоналу за найгіршими або за середньостатистичними від-
хиленнями параметрів проектування в рамках допусків. Розглянута проблема оптимального призначення допусків при міні-
мальній вартості виготовлення при обмеженнях на найгірші (в рамках допусків) відхилення динамічних або міцносних фун-
кціоналів. Аналіз чутливості скінчено елементної моделі дозволяє врахувати кінематичні обмеження, складну просторову 
геометрію, розподіл навантажень і фізичних властивостей матеріалів. Аналіз чутливості циклічно-симетричної конструкції 
специфічний тим, що повний набір змінних параметрів визначається комплектом, що описує змінні проектування окремого 
сектора. Похідні функціоналів відшукуються для цілої циклічно-симетричної конструкції. Облік циклічної симетрії призво-
дить до значного зменшення кількості арифметичних операцій і істотного зниження обсягів збереженої і оброблюваної ін-
формації. Проаналізовано методики аналізу чутливості міцносних і динамічних характеристик. Наведено приклади розв'я-
зання задач для підшипникового вузла кочення і гідромашини. 

Ключові слова: аналіз чутливості, оптимізація, механіка, поворотно-симетричні конструкції, підшипники кочення, 
модель, сектор. 

 
При оптимальном проектировании циклически-симметричной конструкции с учетом технологической наследственности 
вместо детерминированного критерия может рассматриваться оценка функционала по наихудшим или по среднестатистиче-
ским отклонениям варьируемых параметров в рамках допусков. Анализ чувствительности циклически-симметричной конст-
рукции специфичен тем, что полный набор варьируемых параметров определяется комплектом, описывающим переменные 
проектирования отдельного сектора. Производные функционалов отыскиваются для целой циклически-симметричной кон-
струкции. Учет циклической симметрии приводит к значительному уменьшению количества арифметических операций и 
существенному снижению объемов хранимой и обрабатываемой информации. Проанализированы методики анализа чувст-
вительности прочностных и динамических характеристик. Приведены примеры решения задач для подшипникового узла 
качения и обратимой гидромашины. 

Ключевые слова: анализ чувствительности, оптимизация, механика, поворотно-симметричные конструкции, подшип-
ники качения. 

 
Sensitivity analysis can be used in systems of optimal interactive and automated design, when identifying or updating mathematical 
models, debugging; non-destructive testing and vibration diagnostics of production and operation, stochastic analysis of characteris-
tics in the field of random deviations of geometric parameters and material properties. In the optimal design of a cyclically symmetric 
design, taking into account the technological heredity, instead of a deterministic criterion, an evaluation of the functional by the worst 
or the average statistical deviations of the variable parameters within the limits of tolerances can be considered. The problem of the 
optimal designation of tolerances at a minimum manufacturing cost with constraints on the worst (within tolerances) deviations of 
dynamic or strength functionals is considered.  

The sensitivity analysis of the finite element model allows taking into account the kinematic constraints, the complex geometry 
of the volumetric form, the distribution of loads and the physical properties of materials. The analysis of the sensitivity of a cyclically 
symmetrical design is specific in that a complete set of variable parameters is determined by a set describing the design variables of a 
particular sector. Derivatives of functionals are sought for an entire cyclically symmetric construction. Accounting for cyclic symme-
try leads to a significant reduction in the number of arithmetic operations and a significant reduction in the amount of stored and proc-
essed information. The methods for analyzing the sensitivity of strength and dynamic characteristics are analyzed. Examples of solv-
ing problems for a bearing rolling unit and a reversible hydraulic machine are given. 

Keywords: sensitivity analysis, optimization, mechanics, cyclically symmetric structure, finite element method, rolling bearing, 
stress, sector. 
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Введение. Анализ чувствительности многоком-
понентных конструкций позволяет, с одной стороны, 
совершать оценочные оперативные расчеты большого 
количества вариантов при стохастическом анализе 
характеристик в поле случайных отклонений геомет-
рических параметров и свойств материала, идентифи-
кации или корректировке их математических моделей, 
доводке; неразрушающем контроле и вибродиагно-
стике производства и эксплуатации, с другой стороны, 
создать улучшенную вариацию в системах оптималь-
ного интерактивного и автоматизированного проекти-

рования [1–4]. Специфика поворотно (циклически) 
симметричных конструкций (ЦСК) позволяет путем 
формирования специализированных теорий и числен-
ных методик перейти от общих методов анализа мно-
гокомпонентных систем к специальным, значительно 
меньшей размерности [5–8]. 

 
Основная часть. При оптимальном проектиро-

вании многокомпонентных ЦСК с учетом технологи-
ческой наследственности вместо детерминированного 
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критерия ),(min yuJ  может рассматриваться оценка 
функционала по наихудшему отклонению u  в рамках 
допусков di: ),(maxmin yyuuJ

duu ii
Δ+Δ+

<Δ
, заменяемая при 

использовании анализа чувствительности на основе 
гамильтониана H [3, 4] 
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Штрихом обозначено явное дифференцирование 
по варьируемым переменным ui. При наличии доста-
точного технико-экономического анализа цикла 
«формирования и сборки» MultiStage [8], может быть 
решена задача оптимального назначения допусков 
ЦСК с учетом технологической наследственности при 
минимальной стоимости изготовления  при ограниче-
ниях на наихудшие (в рамках допусков) отклонения 
динамических или прочностных функционалов 
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Анализ чувствительности многокомпонентных 
ЦСК специфичен тем, что полный набор варьируемых 
параметров определяется комплектом { }r

iiu 1= , описы-
вающим переменные проектирования отдельного сек-
тора, а производные функционалов отыскиваются для 
целой поворотно-симметричной конструкции 
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Вначале рассмотрим соотношения анализа чувст-
вительности ЦСК (1) для случая статического нагру-
жения конечноэлементной (КЭ) модели, позволяющей 
учесть кинематические ограничения, сложную про-
странственную геометрию, распределение нагрузок и 
физических свойств материалов [3, 6]. Производную 
от гамильтониана ( )( ) ( )yuJyuKH ,, −= ψ  берем толь-
ко по явно входящему параметру проектирования. 

Введение вектора сопряженных переменных ψ  
для задач статики многокомпонентных конструкций 
ЦСК при учете равенства KT = K  

( ) ( ) .JguKuK y
T ∇=== ψψ                     (2) 

позволяет найти скалярное произведение в выражении 
для производных гамильтониана H наиболее эконом-
ным образом: 
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где ( )uK  – матрица жесткости ЦСК; F  и y  – векто-
ры узловых нагрузок и перемещений. 

Сопряженная задача (2) повторяет за исключени-
ем правой части структуру задачи статики FyK = . 
Для ее решения приложим разработанный ранее алго-
ритм [8], причем используются матрицы, матричные 
разложения и промежуточные результаты ранее ре-
шенной задачи анализа ЦСК. Тогда градиент функ-
ционала задачи статики многокомпонентной ЦСК 
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где ;0 Nψψ =  ;11 ψψ =+N  ri ,1= . Соотношения для 
матриц A1, A2, A3 и вектора Fj  приведены в работе [8]. 

Формулировка замыкает вместе с решением пря-
мой и сопряженной задач проблему определения про-
изводных статических функционалов ЦСК. Учет по-
воротной симметрии приводит к значительному 
уменьшению количества арифметических операций и 
существенному снижению объемов хранимой и обра-
батываемой информации. Корректировка численной 
модели конструкции может производиться независи-
мо для каждого сектора, поэтому структуру данных 
необходимо организовывать иерархически. Полная 
или частичная статическая конденсация внутренней 
области сектора многокомпонентной ЦСК принципи-
ально не модифицирует методику решения. 

Для нерезонансных задач динамики ЦСК выра-
жения для анализа чувствительности отличаются 
только физическим значением матрицы коэффициен-
тов, которая в данном случае является матрицей ди-
намической жесткости  

MKKd
2ω−= , 

где M – матрица масс, ω – частота вынуждающей си-
лы. 

Матричное уравнение колебаний ЦСК соответст-
венно для синусной (s) и косинусной (c) составляю-
щих нагрузки приобретает вид: 

( ) ( )[ ] ( )uFyuMuK SCSC ,,
2 =−ω .                 (4) 

Исходная и сопряженная задачи интегрального 
динамического функционала ЦСК в этом случае не 
содержат особенностей, так как матрица динамиче-
ской жесткости - невырожденная: 
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Выражения для гамильтониана и коэффициентов 
чувствительности ЦСК с учетом квазициклической 
структуры потенциальных вариаций КЭ – матриц 
приобретают соответствующий вид: 
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Нахождение функциональных производных мно-
гокомпонентных ЦСК состоит из ряда вычислитель-
ных задач, объем и точность решения которых не за-
висит от количества секторов и определяется размер-
ностью исключительно отдельного сектора. 

Принципиальной особенностью динамики ЦСК 
является существование кратного резонанса, при ко-
тором определяются группы взаимосвязанных собст-
венных форм, располагающих фиксированным числом 
волн деформаций [8]. Анализ чувствительности кон-
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струкций осложняется принципиальной недифферен-
цируемостью (в смысле Фреше) кратной собственной 
частоты в произвольной окрестности точки полного 
пространства переменных проектирования, «подозре-
ваемой на оптимальность», однако дифференцируемо-
стью (в смысле Гато) по направлению. 

Соответствующий математический аппарат рас-
смотрим для кратности 2 с потенциалом распростра-
нения на случаи более высокой кратности основопо-
лагающих результатов. Пусть 1y  и 2y  – два взаимно 
ортогональных, нормированных вектора, отвечающих 
кратному собственному значению λ1 = λ2 = λ. При этом 
пространство решений исходной задачи 0][ =− yMK λ  
включает два произвольных параметра 

( )ϕϕγγ sincos 212211 yyByyy +=+= ,           (6) 
характеризующих норму собственного вектора B и его 
поворот φ в подпространстве собственных форм. Для 
определенности 1y  и 2y  помимо условий ортого-
нальности и нормировки  

2,1,: == jiyMy jii
T
j δ                        (7) 

надо зафиксировать «угловое» положение одной из 
мод 01 =yMnT . 

Анализ возмущенной ( )uu δ+  системы уравне-
ний приводит к соотношению для «расщепления» 
кратного собственного значения 
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Полные соотношения для производной J∇  в 
подпространстве кратных мод формируются сумми-
рованием однотипных выражений  
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и располагают фильтрующим свойством к общей час-
ти сопряженных решений: 

   ,*
12121111 ψγγψ ++= yy  
*
22221212 ψγγψ ++= yy  

Отметим, что отклонения конструктивно-техно-
логических параметров многокомпонентных поворот-
но-симметричных конструкций при производстве и 
эксплуатации носят случайный характер и сложны для 
обнаружения [1-3, 6-8]. Их можно условно расчленить 
на 2 разновидности:  

1) конструкция, повернутая относительно оси 
вращения на произвольный угол, кратный 2π/N (поря-
док симметрии N – число секторов), сохранит инвари-
антность физических и геометрических параметров 
(т.е. свойства циклической симметрии) – регулярные 
погрешности;  

2) нарушается свойство строгой циклической 
симметрии – нерегулярные погрешности.  

При анализе чувствительности собственных час-
тот и резонансных характеристик ЦСК, зависящих от 
собственных форм, имеется принципиальное отличие. 
В первом видоизменении соответствующие вариации 
M и K располагают квазициклической структурой, при 
этом сохраняются выражения для производных по 
Фреше, выполняется условие нераcщепления спектра  

λδλδλδ == 21 , 
что накладывает на вариацию переменных проектиро-
вания дополнительные ограничения  

2211 αα = ;           012 =α . 
Принципиальным следствием в подпространстве 

u  кратного резонанса является сохранение однознач-
ной линейной связи между ,yδ  λδ  и uδ . 

При второй разновидности происходит наруше-
ние симметрии, расщепление кратного спектра, «при-
вязка» в окружном направлении форм колебаний. Ва-
риации собственных частот и мод колебаний характе-
ризуются нелинейными соотношениями. При вынуж-
денных колебаниях конструкций происходит повыше-
ние динамической нагруженности (перегрузка) [1, 8]. 

С целью демонстрации предлагаемых методов 
анализа чувствительности приведены примеры реше-
ния прикладных задач при нелинейной изменяемости 
характеристик материалов с учетом технологической 
наследственности. На рис. 1 и 2 в качестве формы ил-
люстрации результатов сделана тоновая заливка на 
поверхности конструкций. Синим цветом представле-
на зона близких к нулю коэффициентов чувствитель-
ности собственных частот на соответствующих фор-
мах колебаний, красным – экстремальных. 

 

 
Рисунок 1 – Распределение коэффициентов чувствительно-
сти четвертой собственной частоты подшипника качения к 

изменению плотности материалов 
 

 
Рисунок 2 – Распределение коэффициентов чувствительно-
сти четвертой собственной частоты гидромашины к измене-

нию приведенного модуля упругости 
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На рис. 1 приведен пример расчета модели под-
шипникового узла качения при условии постоянного 
контакта роликов и колец. Распределение коэффици-
ентов чувствительности собственных частот проводи-
лось с учетом сложной геометрии объемной модели и 
соответствующего закрепления внутреннего и наруж-
ного колец с приставными бортиками [8]. 

На рис. 2 приведен пример расчета модели обра-
тимой гидромашины высоконапорной ГАЭС. Крышка 
гидротурбины является несущей пространственной 
ЦСК, состоящей из оболочек вращения, объединен-
ных N ребрами [7]. Отверстия предназначены для 
уменьшения веса и размещения механизмов, а также 
для ремонта и демонтажа отдельных лопаток без пол-
ной разборки направляющего аппарата. 

 
Выводы. В статье рассмотрены варианты опти-

мизации многокомпонентных поворотно-симметрич-
ных конструкций с учетом технологической наследст-
венности по наихудшему или по среднестатистиче-
скому отклонениям в рамках допусков, назначения 
допусков при минимальной стоимости изготовления 
при ограничениях на наихудшие отклонения динами-
ческих или прочностных функционалов. Проанализи-
рованы методики анализа чувствительности прочно-
стных и динамических характеристик ЦСК. Приведе-
ны примеры решения задач для подшипникового узла 
качения и обратимой гидромашины. 
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