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ДИНАМИЧЕСКОЕ ВОЗДЕЙСТВИЕ ИНСТРУМЕНТА НА РАЗРУШАЕМУЮ  
ГРАНУЛИРОВАННУЮ СРЕДУ 
 

В роботі проведено чисельне моделювання руйнування гранульованого середовища під дією робочого інструменту. Задача 
вирішувалася в тривимірній постановці з використанням безсіткового Лагранжевого решателя SPH (Smoothed Particle Hydro-
dynamics). В якості моделі середовища що руйнується застосовувалася модифікована модель Друкера-Прагера, яка враховує 
ефекти, пов'язані з зернистими матеріалами, такими як порошки, грунт, пісок та ін. Розглядалася робота інструменту при 
початковій швидкості 3 м/с і зусиллі, доданому в напрямку руху інструменту, яке дорівнює 100 Н. Аналіз показав, що швид-
кість руху інструменту встановлюється на величині 2.25 м/с через 32 мс. 

Ключові слова: динамічний вплив, швидкість руху, метод згладжених часток, руйнування, модель Друкера-Прагера. 
 

В работе проведено численное моделирование разрушение гранулированной среды под действием рабочего инструмента. 
Задача решалась в трехмерной постановке с использованием бессеточного Лагранжевого решателя SPH (Smoothed Particle 
Hydrodynamics). В качестве модели разрушаемой среды применялась модифицированная модель Друкера-Прагера, которая 
учитывает эффекты, связанные с зернистыми материалами, такими как порошки, почва, песок и др. Рассматривалась работа 
инструмента при начальной скорости 3 м/с и усилии. приложенном в направлении движения инструмента, равное 100 Н. 
Анализ показал, что скорость движения инструмента устанавливается на величине 2.25 м/с через 32 мс. 

Ключевые слова: динамическое воздействие, скорость движения, метод сглаженных частиц, разрушение, модель Дру-
кера-Прагера. 

 
In the article has been performed numerical simulation of the granular medium destruction under the action of working tools. The 
problem was solved in three-dimensional statement using mesh-free Lagrangian method SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics). 
The modified Drucker–Prager model used as destructed medium model, which take account of effects related to granular material 
such as powder, soil, sand etc. Was considered operation of working tool with starting speed of 3 m/sec. and force of 100 N applied in 
direction of working tool moving. The analysis has shown that speed of working tool moving shall be set at value of 2.25 m/sec. after 
32 msec. 

Keywords: dynamic impact, speed of motion, the method of smoothed particles, damage, the Drucker-Prager model. 
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Введение. Анализ существующих методик оцен-
ки изменения динамического поведения инструмента 
в контакте с разрушаемой средой, на основе методов 
конечных элементов, методов дискретных элементов с 
применением различных моделей разрушаемой среды 
показал, что эти методики находятся в процессе по-
стоянной разработки и усовершенствования. Необхо-
димость решения такого рода задач в трехмерной по-
становке вызывает необходимость построения адек-
ватной модели среды, которая позволит получить весь 
спектр эксплуатационных нагрузок на определенном 
интервале во времени. Современные научные подхо-
ды связаны с построением модели поведения раз-
личных рабочих органов в разрушаемой среде на 
основе бессеточных методов и методов дискретных 
элементов. Таким образом, изучения контактного 
взаимодействия рабочих органов с разрушаемой 
средой во времени, является актуальной научно-
практической задачей, которая определила направ-
ление данной работы. 

 
Анализ последних исследований и литерату-

ры. Вопросам изучения процесса взаимодействия раз-
личных типов инструмента в разрушаемой среде по-
священо большое количество исследований [1-4]. Мо-
делирование процесса разрушения среды применяется 
в таких сферах как: изучение процесса резания, изуче-
ния взаимодействия рабочих органов сельскохозяйст-
венной и горнодобывающей промышленности, задачи 
газо-гидро-динамики и многих других [5]. В совре-

менной науке изучение процессов взаимодействия со 
сплошной средой преимущественно осуществляется с 
применением бессеточных решателей. Такой подход 
выгодно отличается от применения метода конечных 
элементов благодаря тому, что он позволяет учиты-
вать большие перемещения элементов среды. В рабо-
тах [6] показано определение тягового усилия при 
обработке грунтового массива абсолютно жестким 
рабочим органом при помощи метода сглаженных 
частиц. Метод сглаженных частиц так же позволяет 
исследовать быстро протекающие процессы такие как 
удар, взрывы, постановка баллистических экспери-
ментов и многие другие [7]. 

 
Целью данной статьи является определение из-

менения скорости движения инструмента в гранули-
рованной среде при заданной начальной скорости и 
действующем в том же направлении усилии. 

 
Постановка задачи. Для постановки трехмерной 

динамической задачи необходимо задать функции, 
описывающие движение точек среды. Эти функции 
называются законом движения точки: 

( )tXxx ,= , 

где x  – координаты точки среды; X  – координаты 
точки в начальный момент времени. Начальные усло-
вия можно записать в следующем виде: 

( ) ;,0, диска0массива0 AAxXXx ∪∈=  
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( ) ;,00, массива0AxXx ∈=  

( ) ( ) ( ) .,0,3,0,0, диска0Ax
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mVXVXx ∈⎟
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⎛−==  

Решение задачи сводится к разрешению системы, 
в которую входят следующие уравнения: 

– уравнение неразрывности 

0=
∂
∂

+ i
i

v
xdt

d ρρ , 

ρ – истинная плотность массива; v – вектор скоростей; 
– уравнение сохранения энергии 

ijijdt
dE εσ

ρ
1

= , 

E – удельная внутренняя энергия; ε  – тензор скоро-
стей деформации; 
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– уравнение сохранения моментов 

ij
j

i x
v

dt
d σ

ρ ∂
∂

=
1 , 

σ – тензор напряжений; 
– определяющие соотношения для материала 

диска 
( )ijijij f εεσ ,= . 

Граничные условия для начального ненапряжен-
ного состояния свободных поверхностей массива ai и 
поверхности диска bi: 

,0=jijnσ      ii bax ∪∈ . 
Граничные условия жестко защемленных по-

верхностей разрушаемого массива имеют вид: 
( ) 0, =tXx ,     icx∈ . 

Контактные граничные условия  
( ) 0121 =− ijj nxx , 

где индексы 1 и 2 показывают отношения к контакт-
ным поверхностям, а само условие описывает компо-
ненты перемещений контактирующих поверхностей 

Условие равенства компонент вектора напряже-
ний на контактирующих поверхностях принимается в 
следующем виде: 

222111
jiijjiij nnnn σσ = . 

 
Дискретизация разрешающей системы мето-

дом SPH. Метод сглаженных частиц (Smoothed Parti-
cle Hydrodynamics – SPH) является бессеточным Ла-
гранжевым численным методом для расчетов процес-
сов высокоскоростного соударения, интенсивного 
динамического нагружения, моделирования взрывов и 
разрушения. Данный метод выгодно отличается от 
классического метода конечных элементов тем, что 
позволяет решать задачи с большим изменением в 
топологии деформируемого вещества. Метод позволя-
ет эффективно и корректно производить вычисления 
как в двухмерной, так и в трехмерной постановке. 

SPH-представляет материал набором дискретных 
частиц xk(t)   { }Mk ...1∈ , где xk(t) – вектор координат 

частицы, находящихся в области Φ, движущиеся со 
скоростью v. Для каждой частицы известна ее масса, 
скорость, плотность, давление и координата. Матери-
ал, в таком случае. представляется интегрально в виде 
следующего уравнения: 

( ) ( ) ( )∫
Φ

−= xdxxxfxf ~~~ δ , 

где δ – функция Дирака. Интеграл () аппроксимирует-
ся интегралом () с функцией веса W. 

( ) ( ) ( )∫
Φ

−= xdhxxWxfxf ~,~~ . 

Дискретная аппроксимация имеет вид: 

( ) ( ) ( ) ( )hxxWxftwxf kk

n

k
k

h ,
1

−=∏ ∑
=

, 

где 
k

k
k

m
w

ρ
=  – «условный вес» частицы. Число N рав-

но количеству частиц, граничащих с данной. Грани-
чащими частицами являются те, расстояние до кото-
рых не превосходит сглаживающей длинны h. Весовая 
функция чаще всего задается в виде полиномов. 
Вспомогательная функция обычно является кубиче-
ским сплайном. 

( )
( )

( )x
xh

hxW d θ
1, = , 

где h – сглаживающая длина, а d – размерность про-
странства.  

В дискретном виде разрешающая система урав-
нений имеет вид: 

– уравнение неразрывности 
∑=

k
ikki Wmρ ; 

– уравнение сохранения моментов 
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– уравнение сохранения энергии 
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В качестве модели материала среды используется 
модифицированная модель Друкера-Прагера (MO 
Granular). Эта модель является продолжением модели 
Drucker-Prager, которая учитывает эффекты, связан-
ные с зернистыми материалами, такими как порошки, 
почва и песок. В дополнение к упрочнению от изме-
нения давления модель также представляет собой уп-
рочнение от изменения плотности и изменения модуля 
сдвига с плотностью. Предел текучести состоит из 
двух компонентов, зависящих от плотности и зависи-
мости от давления 

σT = σP + σρ. 
Предел текучести определяется кривой «преде-

лом текучести – давления» и «предела текучести – 
плотности» по 10 точкам. Модуль сдвига определяет-
ся кривой «модуля сдвига – плотности» с точностью 
до 10 точек. Все три кривые должны быть определе-
ны. Эта модель может применяться только к твердым 
телам. 
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Анализ полученных результатов. В работе рас-
сматривалось численное моделирования работы инст-
румента в разрушаемой среде. Рассматривалась работа 
инструмента при начальной скорости 3 м/с и усилии 
приложенном в направлении движения инструмента, 
равное 100 Н. Коэффициент трения между рабочей 
поверхностью инструмента и средой равен 0,4. На 
рис. 1 представлена модель взаимодействия до входа в 
контакт. 

 

 
Рисунок 1 – Начальное состояние модели 

 

 
Рисунок 2 – Положение частиц в момент времени 25 мс 

 

 
Рисунок 3 – Положение частиц в момент времени 40 мс 

После вступления дискового рабочего органа в 
контакт со средой начинается непрерывное деформи-
рование и разрушение гранулированной среды. На 
рис. 2 и 3 приведено положение частиц в моменты 
времени 25 мс и 40 мс. 

На рис. 4 приведен график изменения скорости 
рабочего инструмента под действием начальной ско-
рости 3 м/с и усилия действующего в направлении 
движения инструмента равного 100 Н. 

 

 
Рисунок 4 – График изменения скорости во времени 
 
Скорость движения инструмента устанавливается 

на уровне 2.25 м/с и далее остается постоянной во вре-
мени. 

Для проведения расчета на 6-ядерном процессоре 
с частотой ядра 3.6 ГГц и оперативной памятью 16 ГБ 
потребовалось около 30-ти часов.  

 
Выводы. В работе проведено численное модели-

рование процесса разрушения гранулированной сре-
ды. Бессеточный решатель позволяет качественно 
смоделировать контактное взаимодействие с больши-
ми деформациями в трехмерной постановке. Анализ 
показал, что скорость движения инструмента устанав-
ливается на величине 2.25 м/с через 32 мс. Таким об-
разом решение данной задачи позволяет определить 
необходимое усилие и начальную скорость для зада-
ваемых технологических требований обработки сре-
ды. 
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