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ОГЛЯД МЕТОДІВ РОЗВ’ЯЗАННЯ КОНТАКТНИХ ЗАДАЧ В’ЯЗКОПРУЖНИХ  
КОМПОЗИЦІЙНИХ ОБОЛОНОК 
 

Представлено аналіз існуючих методів розв’язання контактних задач анізотропних в’язкопружних композиційних оболонок. 
Описана історія застосування та розвитку композиційних матеріалів. Встановлено, що на даний момент розроблені моделі 
в’язкопружної поведінки полімерних матеріалів та їхніх композитів, а також методи моделювання температурних залежнос-
тей їхніх механічних властивостей. Розглянуті методики дозволяють розв’язувати задачі механіки пружних тонких та товс-
тих ізотропних та анізотропних оболонок, контактні задачі теорії пружних ортотропних оболонок, плоскі контактні задачі 
теорії в’язкопружності. 

Ключові слова: в’язкопружність, ортотропія, ядро релаксації, ряди Проні, зсувна функція, контактна задача. 
 

Представлен анализ существующих методов решения контактных задач анизотропных вязкоупругих композиционных обо-
лочек. Описана история применения и развития композиционных материалов. Установлено, что на данный момент разрабо-
таны модели вязкоупругого поведения полимерных материалов и их композитов, а также методы моделирования темпера-
турных зависимостей их механических свойств. Рассмотренные методики позволяют решать задачи механики упругих тон-
ких и толстых изотропных и анизотропных оболочек, контактные задачи теории упругих ортотропных оболочек, плоские 
контактные задачи теории вязкоупругости. 

Ключевые слова: вязкоупругость, ортотропия, ядро релаксации, ряды Прони, сдвиговая функция, контактная задача. 
 

The paper presents an analysis of the existing methods for solving the contact problems of viscoelastic composite shells. The de-
scribed history of using and development of composite materials shows that they have been finding a wide application. It is found, 
that the developed models of viscoelastic behavior of polymeric materials and their composites as well as methods of modelling of its 
temperature dependencies reflect the real properties with a sufficient accuracy. The considered techniques allow solving the structural 
problems of elastic thin and thick isotropic and anisotropic shells, the contact problems of elastic orthotropic shells, as well as the 
plane contact problems of the viscoelasticity theory. At the same time it is investigated that there are no any complex approaches for 
solving the contact problems of viscoelastic orthotropic shells at present. 
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Вступ. Композиційні матеріали (КМ) – це мате-
ріали, що складаються з двох або більше компонентів 
та мають специфічні властивості, які є відмінними від 
властивостей компонентів, з яких вони складаються 
[1]. Композиційні матеріали не існують в природі та 
набули великого поширення завдяки їх перевагам по-
рівняно з природними матеріалами, а саме низьким 
масовим характеристикам при збереженні міцносних 
[2]. 

Композиційні матеріали в сучасному розумінні 
з’явились у першій половині 20-го сторіччя [3]. На 
початку сторіччя розробили вініл, полістирол, фенол 
та поліестр, які прийшли на заміну природним смолам 
та за механічними властивостям перевершували мате-
ріали, що використовувались раніше. Однак й пласт-
маси не давали необхідної міцності. 

Дослідник Геймс Слейтер, що працював в Owens-
Illinois, розробив метод для отримання тонких скляних 
ниток та запатентував його у 1933 році [4, 5]. Ці скля-
ні нитки були використані у 1935 році фірмою 
Owens/Corning [6], яка для покращення механічних 
властивостей пластмас розробила скловолокно, що й 
дало поштовх для заснування та розвитку армованої 
полімерної промисловості [7]. 

З цього моменту починається ера композиційних 
матеріалів у їхньому сучасному розумінні [4]. Цю еру 
можна умовно поділити на чотири етапи [8]: 

1. Етап композитів зі скляними волокнами (1940-
ві роки). 

2. Етап високопродуктивних композитів в пост-

супутниковій ері (1960-ті роки). 
3. Етап пошуку нових ринків та синергія власти-

востей (1970-ті та 1980-ті роки). 
4. Етап гібридних матеріалів, нанокомпозитів та 

біонаслідуваних стратегій (1990-ті роки). 
У 1940-ві роки розробка та поширення композиту 

зі скляними волокнами та епоксидною матрицею 
(склопластику) призвела до початку їхнього викорис-
тання у воєнному корабле- та авіабудуванні. Наприкі-
нці десятиріччя армований скляними волокнами плас-
тик (Glass Fiber Reinforced Plastic – GFRP) став пер-
шим комерційним композиційним матеріалом, що до 
сьогодні займає 90 % на світовому ринку композитів 
[8] через відносну дешевизну виготовлення та сукуп-
ність властивостей. 

Під час Другої світової війни склопластик був за-
стосований для побудови радіопроникних обтікачів 
радіомодулів (рис. 1). Також німецькі інженери актив-
но намагались застосувати його для побудови надлег-
ких воєнних літаків. 

У 1950-ті роки склопластик став використовува-
тись у автомобілебудуванні. Також у Франції 
з’явилися лопаті гелікоптера Allouette II, що були ви-
конані з цього матеріалу. 

Розпочата наприкінці 1950-х років космічна гон-
ка дала новий поштовх до розвитку композиційних 
матеріалів. Ідея використання композитів для косміч-
ної промисловості змусила науковців шукати нові ма-
теріали для волокон. У 1960-ті роки у Японії була роз-
роблена технологія отримання вуглецевих волокон. 
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Наприкінці десятиріччя світ побачили композити на 
основі борових волокон, що знайшло своє викорис-
тання у воєнній промисловості. 

 

 
Рисунок 1 – Радіопроникний обтікач радіомодулю  

зі склопластику 
 
Потреба в отриманні надміцних та ідеально глад-

ких обтікачів для міжконтинентальних балістичних 
ракет та ракет-носіїв стимулювала створення шарува-
тих металевих композитів [9]. 

На початку 1970-х років американська хімічна 
компанія DuPont [10] представила новий композицій-
ний матеріал кевлар на основі арамідних волокон. Ке-
влар й досі широко використовується завдяки своїм 
міцнісним властивостям, що є у 5 разів вищими за 
сталеві. 

Вуглепластик став поширений при виробленні 
спортивного устаткування, зокрема ракеток для вели-
кого тенісу та ключок для гольфу. Недивлячись на 

високу вартість таких речей, видатні спортсмени та 
багаті аматори залюбки їх купляли. 

Наступний поштовх для винайдення нових ком-
позиційних матеріалів знову дала космічна промисло-
вість. Розробка корпусів одно- та багаторазових кос-
мічних апаратів, а також космічних станцій потребу-
вало матеріалу, що мав би усі властивості металу, 
окрім коефіцієнту лінійного теплового поширення, 
який в умовах великого перепаду температур повинен 
був бути значно нижчим. Це було досягнуто завдяки 
армуванню металевої матриці керамічними волокнами 
SiC. Також використовувались волокна оксиду алюмі-
нію Al2O3. Окрім того матеріал Duralcan (алюмінієва 
матриця із 10 % оксиду алюмінію) застосовувався при 
створенні дуже дорогих гірничих велосипедів та мо-
тоциклів [8]. 

На початку 1980-х років вчені та інженери поча-
ли активно користуватися ефектом синергії у компо-
зиційних матеріалах – їхні корисні властивості пере-
вершили суму корисних властивостей складників. 

У 1990-х роках з’явилися ідеї поєднання двох або 
більше матеріалів на мікро- та нанорівнях. Вчені по-
мітили, що природні матеріали, такі як деревина або 
кістки, також є композиційними матеріалами при мік-
роскопічному розгляді. Основною тенденцією стало 
поєднання складних біомолекул із неорганічними мо-
лекулами. Ця технологія придбала назву біонасліду-
вання. Почався активний розвиток нанокомпозитів, 
але при їхньому розрахунку вже неможливо викорис-
товувати механічні аналогії з макрокомпозитами, тому 
що у цьому масштабі великий вплив мають вже кван-
тові ефекти. 

 

 
Рисунок 2 – Турбореактивний двигун GEnx, що включає в свою конструкцію вуглепластикові елементи 

 
На теперішній момент армовані композиційні 

матеріали, зокрема склопластик та вуглепластик, за-
лишаються найбільш застосовуваними серед всіх ти-
пів КМ. Наприклад, сучасні авіалайнери, такі як 

Boeing 787 та Airbus A380, несуть в своїй конструкцій 
багато вуглепластикових деталей [4]. Компанія Gen-
eral Electric продовжує розробку та виробництво тур-
бореактивних двигунів GE90 та GEnx [11]. Зокрема, 
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двигун GEnx (рис. 2) – General Electric Next Generation 
– складається з наступних композитних деталей: лопа-
тки вентиляторної ступені, корпус вентиляторної сту-
пені, кріплення лопаток вентиляторної ступені, бан-
дажовані лопатки спрямляючого апарату, акустичні 
панелі, повітропроводи. Використання карбонового 
композиту дає значне зниження ваги, затрат енергії, 
шуму, коштів на ремонт та підвищення надійності. 

Склопластикові лопаті вітрогенераторів вироб-
ляють 20 ГВт корисної енергії по всьому світу [4, 12]. 
Зростання довжини лопаток таких вітрогенераторів і, 
як результат, їхньої продуктивності було б неможли-
вим, якщо вони би, як і раніше, виготовлялись з мета-
лів, а не зі склопластику. 

КМ використовуються і в кораблебудуванні. 
Перш за все, сучасні яхти частково або повністю скла-
даються зі склопластику. Наприклад, щогли надшвид-
кої яхти Maltese Falcon є повністю композитними та 
несуть окремо більше навантаження, ніж крило літака 
Boeing 747 або Airbus A380. 

Отже, полімерні армовані композиційні матеріа-
ли (ПАКМ) є дуже поширеними у сучасних конструк-
ціях машин, що витримують великі робочі наванта-
ження. В процесі їхньої роботи композиційні елемен-
ти, що найчастіше представляють з себе тонкі оболон-
ки, вступають у контакт із іншими елементами – як 
композиційними, так і металевими [2]. Механічна по-
ведінка ПАКМ є складною: через полімерну природу 
матриці вони проявляють пружні та в’язкопружні вла-
стивості із складною температурною залежністю, а 
через встановлені напрямки армування волокнами ці 
властивості є ортотропними або анізотропними [1]. 

Отже, розробка методів розв’язання контактних 
задач температурно залежної в’язкопружності тонких 
ортотропних оболонок є актуальною на даний момент 
задачею. 

 
1. Характерні механічні властивості КМ. Як 

вже було відмічено раніше, ПАКМ проявляють ортот-
ропні та температурно залежні пружні та в’язкопруж-
ні властивості [13]. 

Полімерна структура матриці ПАКМ складається 
з довгих та складних молекул (рис. 3, а). 

Ці молекули мають тенденцію змінювати свою 
просторову форму під дією постійного навантаження. 
Механізм в’язкопружної поведінки полімерів обумов-
лений саме такою зміною у їхній молекулярній струк-
турі. Оскільки полімерні молекули мають тенденцію 
повністю або частково відновлювати свою початкову 
структуру, в’язкопружність є повністю або частково 
зворотнім процесом – при знятті навантаження форма 
тіла відновляється. У цьому є принципова відмінність 
явища в’язкопружності від явища повзучості, при 
якому відбувається перенос порожнин, зерен та вклю-
чень в матеріалі з плином часу, що обумовлює відсут-
ність зворотних деформацій при знятті навантаження 
на тіло. Окрім того, в’язкопружна деформація також 
суттєво відмінна від пружної деформації, яка обумов-
лена зміною відстаней між молекулами через прикла-
дення сил до них [14]. Таким чином, в’язкопружність 
є унікальним явищем, яке потребує створення адеква-

тних математичних моделей для його опису. 
 

  
а                                                   б 

Рисунок 3 – Структура композиційного матеріалу: 
а – будова полімерної молекули (1 – полімерна макромоле-
кула з лінійною структурою; 2 – полімерна макромолекула з 
розгалуженою структурою); б – схеми армування ПАКМ  
(1 – прямокутна структура, 2 – гексагональна структура,  
3 – косокутна структура, 4 – з викривленою структурою,  

5 – система з п’яти ниток) 
 
Існує багато схем та технологій армування полі-

мерної матриці скляними або вуглецевими волокнами 
(див. рис. 3, б). Скляні волокна проявляють ізотропні 
пружні властивості, а вуглецеві волокна – трансверса-
льно ізотропні властивості через плетену структуру 
волокна. В залежності від схеми армування КМ про-
являє трансверсально ізотропні, ортотропні або анізо-
тропні властивості. Отже, властивості композитів по-
требують поглибленого дослідження. 

Механічні властивості полімерів та їхніх компо-
зитів та особливості їхнього застосування детально 
описані та досліджені в роботах [2], [13-19]. 

 
2. Методи дослідження механічних властивос-

тей КМ. Оскільки КМ має складну неоднорідну стру-
ктуру, існує два підходи до визначення його механіч-
них властивостей: структурний та феноменологічний 
(рис. 4, а-б). 

Феноменологічний підхід заснований на прове-
денні натурного експерименту над зразками, що вико-
нані з досліджуваного КМ (див. рис. 4, а). При цьому 
матеріал розглядається як гомогенний, а його склад-
ною мікроструктурою нехтують у порівнянні з макро-
скопічними розмірами зразків. 

Наприклад, ортотропні пружні властивості та 
миттєва міцність ПАКМ різних типів детально дослі-
джувалися в роботах [20-26]. Ізотропні та ортотропні 
в’язкопружні квазістатичні властивості КМ за допо-
могою експериментальних методів досліджень були 
знайдені в роботах [27-36], а аналогічні динамічні вла-
стивості КМ різних типів розглядались в статтях [37-
49]. 

Структурний підхід до дослідження механічних 
властивостей КМ передбачає розгляд його мікростру-
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ктури у вигляді представницького об’єму (рис. 4, б) та 
їхнє знаходження за відомими властивостями матриці 
та волокон. Структурний підхід може базуватись на 
аналітичній моделі або використовувати чисельні ме-
тоди. Наприклад, в роботах [50-54] для визначення 
пружності, в’язкопружності та повзучості КМ викори-
стовувались аналітичні чи чисельно-аналітичні моде-
лі. У разі неможливості побудови аналітичного методу 
гомогенізації властивостей КМ можуть бути викорис-
тані чисельні процедури, найбільш популярна з яких – 
це метод скінченних елементів (МСЕ). Так, в статтях 
[55-60] за його допомогою були визначені ізотропні та 
ортотропні температурно залежні механічні властиво-
сті КМ, зокрема пружні та в’язкопружні. 

 

  
а                                                   б 

Рисунок 4 – Методи дослідження властивостей ПАКМ: 
а – зразки з КМ для експериментального дослідження; 

б – представницький об’єм для гомогенізації властивостей 
 
Наприклад, в [55] автори застосували нелінійній-

ну модель Шапері для отримання температурно зале-
жних в’язкопружних властивостей шаруватого КМ та 
перевірили методику за допомогою скінченно-
елементного аналізу. 

В роботі [57] автори отримали анізотропні часто-
тно залежні в’язкопружні властивості односпрямова-
них КМ із випадковим розташуванням волокон за до-
помогою аналізу Монте Карло. 

В статті [59] автори дослідили вплив підходів до 
конструювання представницького об’єму (ПО) одно-
спрямованих КМ на точність отриманого за допомо-
гою МСЕ ортотропного в’язкопружного відгуку. Була 
проаналізована залежність властивостей від кількості 
волокон у ПО та їхньої форми. 

В роботі [60] на основі методу скінченних елеме-
нтів був представлений підхід до гомогенізації темпе-
ратурно залежних ортотропних в’язкопружних влас-
тивостей двоспрямованого КМ за наявними трансвер-
сально ізотропними пружними властивостями воло-
кон та ізотропними в’язкопружними властивостями 
матриці, а також розроблена методика апроксимації 
отриманих властивостей за допомогою методу най-
менших квадратів рядами Проні для часових залежно-
стей та температурною зсувною функцією Вільямса-
Ландела-Феррі для температурних залежностей. 

В [61] автори розробили локально точний метод 

гомогенізації ортотропних в’язкопружних властивос-
тей односпрямованих КМ тетрагональної та гексаго-
нальної структури для різних об’ємних концентрацій 
волокон та порівняли результати аналізу із аналогіч-
ними результатами, отриманими за скінченно-
об’ємним методом, що показало адекватність запро-
понованої моделі. В той же час, розроблений підхід не 
може бути поширений на об’ємні схеми плетіння ком-
позитів, а температурна залежність механічних влас-
тивостей не враховується. 

В [62] був реалізований підхід до отримання ча-
сово та частотно залежних ізотропних в’язкопружних 
властивостей трифазного КМ за допомогою модифі-
кованої схеми Морі-Танака. Його результати порівня-
ні із експериментальними даними та зроблено висно-
вок про достатню точність моделі. 

В статті [63] описаний скінченно-об’ємний метод 
гомогенізації ортотропних в’язкопружних властивос-
тей композиційного матеріалу із епоксидною матри-
цею та сферичними включеннями за допомогою пру-
жно-в’язкопружного принципу відповідності. При 
цьому, температурна залежність в’язкопружних влас-
тивостей не враховується. 

В роботі [64] розглядається новий метод гомоге-
нізації в’язкопластичних властивостей однонаправле-
ного композиційного матеріалу в плоскій варіаційній 
постановці. Результати аналізу у порівняні з методом 
скінченних елементів демонструють велику точність 
методу. У той же час, запропонована методика не роз-
повсюджена на об’ємні КМ із температурними залеж-
ностями в’язких властивостей. 

 
3. Методи моделювання в’язкопружних влас-

тивостей матеріалу у одновимірному випадку. 
Явище в’язкопружності КМ та полімерів детально 
описано в роботах [17, 19, 65-76]. За минулі 50 років 
були розроблені та описані моделі, що на теперішньо-
му етапі можуть адекватно відображати в’язкопружну 
поведінку матеріалу як на маленьких, так и на дуже 
великих проміжках часу. 

Температурно залежна в’язкопружна поведінка 
матеріалу у одновимірному випадку виражається спа-
дковим інтегралом Больцмана: 

∫ −=
t

d
d

dTtEt
0

)(),()( ξ
ξ
ξεξσ ,                   (1) 

де t – змінна часу; ξ – час, що сплинув; T – змінна те-
мператури; ε(t) – деформація; σ(t) – напруження; 
E(t, T) – модуль релаксації. 

Існує декілька реологічних моделей в’язкопруж-
ного матеріалу: 

– модель Максвелла, що передбачає послідовне 
з’єднання пружного та демпфуючого елементів; 

– модель Кельвіна-Фойгта для паралельного 
з’єднання пружного та демпфуючого елементів; 

– модель стандартного лінійного тіла (СЛТ), що 
передбачає паралельне з’єднання моделі Максвелла із 
пружним елементом; 

– узагальнена модель Максвелла, що є розши-
ренням моделі СЛТ до випадку багатьох пружних та 
демпфуючих елементів (рис. 5). 
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Рисунок 5 – Узагальнена реологічна модель Максвелла 

 
Відповідно до узагальненої моделі Максвелла 

модуль релаксації може бути вираженій через пруж-
ності ke, ki та в’язкості μi (i = 1..N, де N – число демп-
фуючих елементів) у вигляді експоненціальних рядів 
Проні [77]: 

∑
=

−+=
N

i
ii tEETtE

1
0 )/exp(),( τ ,                 (2) 

де τi = μi / ki – так звані часи релаксації матеріалу; 
E0 = ke – миттєвий модуль пружності матеріалу; Ei = ki 
– множники рядів Проні. 

Окрім перелічених вище параметрів в’язкопруж-
ний матеріал має ще й показник, що називається мо-
дулем на нескінченності: 
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Усі ці параметри характеризують поведінку мо-
дуля релаксації, що для 15 членів рядів Проні та різ-
них рівнів температур має характерний вигляд, пока-
заний на рис. 6. 

 

 
Рисунок 6 – Характерний вигляд модуля релаксації  

для різних температур, [60] 
 
Для моделювання температурних залежностей 

в’язкопружних властивостей полімерів та їхніх КМ у 
роботі [78] було запропоновано поняття про терморе-
ологічно простий матеріал (ТПМ), тобто той, що має 
аналогію між зміною модуля релаксації за часом та 
температурою. Ця модель відображає поведінку полі-

мерних молекул під дією температури. Це поняття 
застосовне до полімерних матеріалів, що працюють 
при температурах вище за температуру склування 
(тобто коли форма полімерних молекул стає рухомою) 
і нижче за температуру плавління. 

Температурно-часова аналогія полягає у тому, 
що у відповідність в’язкопружній поведінці матеріалу 
при температурі T ставиться його в’язкопружна пове-
дінка при відносній температурі Tref із врахуванням 
часового зсуву за допомогою зсувної функції αT. Для 
модуля релаксації E, що розглядається у даному пунк-
ті, це виражається у наступному співвідношенні: 
E (t, Tref) = E (αTt, T). 

Характер зсувної функції залежить від мікро-
структури полімерного матеріалу [79]. Найбільш по-
ширеними є наступні функції: 

1. Зсувна функція Вільямса-Ландела-Феррі 
(ВЛФ, Williams-Landel-Ferry shift function) [80]: 
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де K1 та K2 – параметри зсувної функції ВЛФ. 
2. Зсувна функція Тула-Нараянасвамі (ТН, Tool-

Narayanaswamy shift function) [81, 82], побудована у 
відповідності із законом Арреніуса [83]: 
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де H / R – масштабована енергія активації. 
Наприклад, рис. 6 ілюструє модуль релаксації 

ТПМ, температурна залежність якого описується фун-
кцією ВЛФ. 

На відміну від ТПМ термореологічно складні ма-
теріали (ТСМ), що були детально описані в роботах 
[84-86], зазвичай є дво- або багатофазними полімер-
ними системами, тобто такими, що отримані для дося-
гнення нових властивостей з декількох простих полі-
мерів [87]. У такому випадку реакція властивостей 
кожної з полімерних фаз на зміну температури може 
носити власний характер, що в комплексі не дозволяє 
побудувати просту температурно-часову аналогію. 
Одним з рішень даної проблеми є комбінація зсувних 
функцій (4) та (5): 
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Th – функція Хевісайда; Tref 1 та Tref 2 – 

обрані відносні температури. 
Таким чином, характер температурної залежності 

ПАКМ у великій долі визначається характером темпе-
ратурної залежності його полімерної матриці. Для 
його визначення можуть використовуватись як фено-
менологічні, так і структурні методи. 

 
4. Ізотропія, ортотропія та анізотропія пруж-

них та в’язкопружних властивостей КМ. Оскільки 
ПАКМ мають певну спрямовану схему армування 
(див. рис. 3, б), їхні механічні властивості залежать від 
напрямку навантаження, що прикладається. Результа-
том цього є анізотропія пружних та в’язкопружних 
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властивостей, що виражені тензорними співвідношен-
нями (7) у покомпонентному вигляді шляхом узагаль-
ненням спадкового інтегралу (1) до тривимірного ви-
падку [19, 65, 67]: 

∫ −=
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ξ
ξεξσ ,                 (7) 

де Cijkl(t, T) – залежні від часу та температури компо-

ненти тензору релаксації в’язкопружного матеріалу; 
i, j, k, l = 1..3, при цьому у тензорних співвідношеннях 
приймається правило сумування Ейнштейна. 

Для ПАКМ з ортогональною структурою арму-
вання в’язкопружні властивості є ортотропними. Тоді 
фізичні співвідношення (7) в нотації Фойгта набудуть 
наступного вигляду: 
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Для полімерного матеріалу, який можна найчас-

тіше вважати ізотропним, співвідношення (8) спрощу-
ється таким чином, що у тензорі релаксації залиша-
ється тільки 2 невідомих компоненти. Тоді можливо 
виділити шарову та девіаторну частини тензора релак-
сації, що є дуже корисним, оскільки для полімерних 
матеріалів характерна в’язкість саме формозмінної 
(девіаторної) частини при збереженні об’ємної (шаро-
вої) частини відносно постійною за часом [65]. Тоді 
тензорний вигляд таких співвідношень записується 
наступним чином: 
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де )(ˆ tσ  – тензор напружень другого рангу; )(ˆ tG , 

)(ˆ tK  – зсувна та об’ємна частини тензора релаксації, 
залежні зазвичай і від температури; )(ˆ te , 

Δ = ε11 + ε22 + ε33 та Î  – девіаторна та шарова дефор-
мації та одиничний тензор відповідно, що записують-
ся в формі: 
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Часто співвідношення (9) приймаються за базові 
й для випадків анізотропних матеріалів, оскільки на-
разі не існує універсального алгоритму розв’язання 
задачі анізотропної в’язкопружності із визначальними 
співвідношеннями (8). Така ситуація дійсна й для про-
грамних комплексів скінченно-елементного аналізу, 
зокрема ANSYS Mechanical [88]. 

На даний момент існує декілька напрямків моде-
лювання анізотропних в’язкопружних властивостей 
матеріалу. Переважно усі вони базуються на МСЕ як 
на найбільш ефективному інструменті інженерних 
розрахунків. 

Перша з методик заснована на створенні власно-
го скінченно-елементного коду, що є адаптованим до 
застосування в ньому фізичних співвідношень анізот-
ропної в’язкопружності. Таким дослідженням присвя-
чені роботи [89-96]. 

Основним недоліком описаної методики є вузь-
конаправленість отриманих у результаті її реалізації 

скінченно-елементних програм, наприклад, застосов-
ність лише до двовимірних задач або задач теорій 
пластин та оболонок, відсутність врахування контакт-
ної взаємодії, пластичності, повзучості, динамічних 
явищ, тощо. Такі скінченно-елементні продукти ство-
рюються для розв’язання певних класів задач, що не 
виходять за свої рамки. 

Іншим напрямком є імплементація своїх фізич-
них співвідношень анізотропної в’язкопружності до 
вже існуючих комерційних програмних комплексів 
скінченно-елементного аналізу, таких як ANSYS, 
ABAQUS, NX Nastran, тощо. В такому випадку корис-
тувач отримує доступ до усього широкого набору мо-
жливостей моделювання механіки твердого деформо-
ваного тіла (МТДТ), але недолік полягає у складності 
процесу імплементації, що потребує від інженера чи 
науковця редакції коду усього модуля і, відповідно, 
поглиблених теоретичних та практичних знань. Окрім 
того, виробники програмних комплексів знімають з 
себе відповідальність за коректність результатів, 
отриманих за допомогою їхніх продуктів, що були 
відредактовані користувачем. Описаним методам реа-
лізації анізотропної в’язкопружності присвячені робо-
ти [97-103]. 

Існують також й альтернативні методики моде-
лювання анізотропних в’язкопружних властивостей. 
Наприклад, в статті [104] автором був запропонований 
метод врахування анізотропії в’язкопружності у коме-
рційних комплексах скінченно-елементного аналізу 
без редакції їхніх кодів за допомогою методу накладе-
них сіток. В роботах [105, 106] були розроблені аналі-
тичні та чисельно-аналітичні методи розв’язання пло-
скої вісесиметричної задачі контакту трубопроводу із 
композиційним ортотропним в’язкопружним банда-
жем. 

Отже, існуючі методи моделювання та розрахун-
ків анізотропної в’язкопружності не повністю охоп-
люють цей розділ МТДТ і не задовольняють інженер-
ні потреби. 

 
5. Методи розв’язання контактних задач ані-

зотропних композиційних оболонок. Історія розвит-
ку методів розв’язання механіки тонких та товстих 
оболонок у лінійній та нелінійній постановках похо-
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дить з кінця ХІХ сторіччя, коли були поставлені та 
вирішені перші задачі цього класу. 

Окрім того, на момент другої половини XX сто-
річчя вже з’явилась велика кількість літератури, що 
давала аналітичні розв’язки певних класів задач теорії 
тонких та товстих оболонок. 

Наприклад, в роботах [107-110] представлені ме-
тоди розрахунку тонких циліндричних оболонок та 
оболонок обертання. В книзі [111] наведені методи 
розрахунку термопружних напружень у оболонках, а 
також механіки оболонок із ребрами жорсткості. В 
роботі [112] разом із аналітичними методами знахо-
дження напружено-деформованого стану оболонок 
для окремих випадків описані наближені методи роз-
рахунків тонких оболонок загального вигляду. В книзі 
[113] наведені наближені методи розрахунку механіки 
тонких оболонок – простих та армованих. Серед су-
часних світових робіт, що наводять, класифікують та 
пропонують нові методи розрахунків механіки тонких 
та товстих оболонок із навісними елементами та без 
них можна виділити книги [114-117]. В роботі [118] 
дана критична оцінка поточного стану розв’язання 
проблеми моделювання механіки оболонок та запро-
поновані нові методи для певних класів задач. 

В роботах [119-123] описане застосування методу 
скінченних елементів до розв’язання лінійних задач 
механіки тонких та товстих оболонок. В [124] розроб-
лено новий алгоритм методу скінченних елементів, 
що є застосовним для нелінійної постановки цього 
класу задач. 

Наведені методи були розроблені для ізотропних 
пружних матеріалів, а потім з розвитком армованих 
композиційних матеріалів адаптовані до випадків ор-
тотропії пружних властивостей. Так, роботи [125, 126] 
пропонують методи розрахунків механіки циліндрич-
них композиційних оболонок, [127] описує адаптацію 
теорії пластин та оболонок до анізотропних елементів 
зі склопластиків. В [14] розроблені методи розв’язан-
ня деяких класів задач теорії анізотропних компози-
ційних оболонок, які адаптовані до їхньої реалізації на 
персональному комп’ютері. В [18] розглянута механі-
ка шаруватих композиційних матеріалів із пружними, 
пластичними та в’язкопружними шарами. В роботі 
[128] представлені сучасні методи моделювання меха-
ніки тонких та товстих ламінованих пластин та оболо-
нок конічної, циліндричної та сферичної форм. В [129] 
існуючі чисельні методи розрахунків були адаптовані 
до розв’язання лінійних та нелінійних задач механіки 
шаруватих композиційних пластин та оболонок. 

Контактні задачі теорії оболонок в аналітичному 
вигляді були розв’язані лише для певних простих кла-
сів. Наприклад, в [130] запропоновані розв’язки інтег-
ральних задач теорії оболонок та розглянуті деякі кон-
тактні задачі для циліндричних оболонок. В [131] на-
ведені методи моделювання контактної взаємодії обо-
лонок обертання із штамом та між собою. 

Також увага науковців була привернута й до кон-
тактних задач теорії в’язкопружності. Так, в [71] були 
запропоновані методи розв’язання плоских контакт-
них задач теорії в’язкопружності з врахуванням шорс-
ткості поверхонь та зносу. В [132] розв’язані плоскі 

задачі обертального контакту в’язкопружного тіла з 
пружною основою. 

В роботі [133] автори запропонували методи 
розв’язання вісесиметричних та двовимірних задач 
повзучості тонких оболонок. В роботі [134] запропо-
новане використання варіаційних нерівностей для 
розв’язання контактних задач пружності, пластичності 
та повзучості тонких оболонок. 

Окрім фундаментальної літератури на даний мо-
мент існує багато сучасних робіт, що розглядають ме-
ханіку анізотропних оболонок. Переважна більшість з 
них базується на методі скінченних елементів як на 
найбільш потужному на даний момент інструменті 
розв’язання інженерних задач. 

В огляді [135] детально описані сучасні скінчен-
но-елементні підходи до розрахунків механіки компо-
зиційних оболонкових елементів конструкцій. Зокре-
ма, продемонстровані підходи до моделювання ком-
позиційних матеріалів як однорідних або багатошаро-
вих оболонок з різним ступенем анізотропії пружних 
властивостей. Наведено критерії збіжності чисельних 
рішень і методи контролю їх точності. Проаналізовані 
переваги та недоліки застосування теорій розрахунку 
механіки шаруватих композиційних оболонок і дано 
порівняння отриманих результатів з тривимірною тео-
рією. У той же час, в роботі розглянуті лише пружні 
шаруваті оболонки і не дана характеристика підходів і 
методів розв’язання задач повзучості та в'язкопружно-
сті, хоча ці властивості композиційних оболонок до-
сить яскраво виражені та вимагають адекватного відо-
браження в математичних моделях. 

Стаття [136] демонструє розв’язання задачі нелі-
нійного скінченно-елементного аналізу ортотропної 
пружної однорідної циліндричної оболонки з корот-
ким викладом методики рішення і критеріїв його збі-
жності, хоча в ній не вказано, скінченними елемента-
ми якої форми автори користуються при побудові сво-
го методу.  

Робота [137] дає більш докладний опис методу 
розв’язання подібної задачі. Тут авторами побудована 
методика вирішення геометрично нелінійних задач 
теорії однорідних ізотропних оболонок з використан-
ням розробленого плоского трикутного оболонкового 
скінченного елемента. Побудована теорія проходить 
верифікацію шляхом розв’язання задач простих класів 
з наявними аналітичними розв’язками, а саме: вигин 
шарнірно обпертих пластини, сферичної і циліндрич-
ної оболонок і втрати стійкості L-образної конструк-
ції. Отримані результати і побудовані по ним графіки 
наочно демонструють дуже низьку розбіжність між 
аналітичними і чисельними розв’язками, що підтвер-
джує адекватність побудованого методу для 
розв’язання зазначеного класу задач. У той же час, 
даний метод не враховує можливі анізотропію пруж-
них властивостей і в’язкопружність оболонок. 

У статті [138] представлений скінченно-елемент-
ний метод розв’язання геометрично і фізично неліній-
ної задачі вигину шаруватих оболонок. Переважною 
відмінністю даної публікації від наведених вище робіт 
є можливість моделювання фізичних нелінійностей, а 
саме пружнопластичних властивостей матеріалів обо-
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лонки. При цьому в самій роботі не зроблена постано-
вка задачі теорії пластичності, а також не наведено 
опис чисельних процедур, що дозволяють враховувати 
пластичну зону деформування, тобто саму фізичну 
нелінійність. 

Робота [139] демонструє врахування орторопії, 
в’язкопружності і п’єзоелектричних властивостей ша-
руватих композиційних елементів конструкцій, але 
для класу задач теорії згину пластин. Тут ступінь ані-
зотропії в’язкопружних властивостей визначається 
ступенем анізотропії пружних властивостей. У той же 
час, за допомогою побудованого скінченно-елемент-
ного підходу проводиться розв’язання динамічних 
задач теорії згину пластин з урахуванням демпфуван-
ня коливань в їх в’язкопружних шарах. Таким чином, 
можливість застосування побудованого методу обме-
жується плоскою формою і ступенем анізотропії 
в’язкопружних властивостей композиційних елемен-
тів конструкцій. 

В роботі [140] дається детальна характеристика 
розробленого авторського шаруватого оболонкового 
скінченного елемента з пружними і в’язкопружними 
шарами. Наведена методика може бути застосована як 
до тонких, так і до товстих оболонок. Розроблено схе-
му інтегрування за часом, а також наведені умови збі-
жності розв’язку. При цьому варто відзначити, що, як 
і в попередніх роботах, в’язкопружні властивості ша-
рів оболонки вважаються ізотропним. 

Аналогічний метод, але для товстих неслоїстих 
оболонок представлений в роботі [141]. Тут наведено 
розв’язок задачі згину оболонкового кільця. 

В сучасній літературі присутні багато методів 
розв’язання контактних задач в’язкопружності. 

У серії статей [142-144] автори пропонують вла-
сну методику розв’язання контактної задачі в’язко-
пружності для випадку обертового контакту, а саме 
кочення в’язкопружного циліндра по абсолютно жор-
сткій основі. Така задача має велике поширення з 
огляду на її застосовність до моделювання взаємодії 
автомобільних і літакових шин з дорожнім покриттям. 
У роботах розробляється авторський підхід до вирі-
шення наступних питань: 

– розробка рухомого в’язкопружного скінченного 
елемента, що враховує великі деформації; 

– створення спеціальної розрахункової схеми, що 
базується на методі Ньютона-Рафсона; 

– розробка неявного розв'язувача задач перехід-
них процесів; 

– розробка тривимірних поступально-оберталь-
них кубічних скінченних елементів ізопараметричного 
типу; 

– розробка поступально-обертальних оболонко-
вих скінченних елементів; 

– створення тривимірної постановки задачі рухо-
мого контакту; 

– комплексне дослідження шини, що постійно 
обертається, з кореляцією отриманих результатів з 
експериментальними даними; 

– створення схеми моделювання перехідних про-
цесів для обертового контакту, здатної враховувати 
западини і перешкоди; 

– інтегрування поступально-обертального скін-
ченного елемента з методологією контактної взаємодії 
при перехідних процесах; 

– комплексне дослідження з моделюванням пере-
хідних процесів шини, що котиться по покриттю з 
западинами і перешкодами. 

Таким чином, в публікації розроблений скінчен-
но-елементний підхід до розв’язання контактної ди-
намічної задачі в’язкопружності для оболонкових 
елементів конструкцій. При цьому варто відзначити, 
що при всій складності постановки і розв’язання опи-
саної задачі, автори практично не приділяють увагу 
анізотропії пружних і в’язкопружних властивостей, 
що навіть для шини є критичними, оскільки вона має 
підсилючий корд, який робить такі властивості істот-
но ортотропними. Крім того, неочевидна застосов-
ність розробленої методики до оболонок, відмінних 
від оболонок обертання еліптичного типу. 

Публікація [145] враховує при розробці тривимі-
рного скінченно-елементного підходу до моделюван-
ня напружено-деформованого стану шини анізотропію 
її пружних властивостей, що при належній побудові 
скінченно-елементної сітки значно підвищує адекват-
ність отриманих результатів. Однак в’язкоупружні 
властивості матеріалу шини авторами не були врахо-
вані. 

У роботах [146] та [147] автори пропонують скі-
нченно-елементну методологію розв’язання задачі 
знаходження плоского деформованого стану в’язко-
пружної основи під впливом жорсткого тіла кочення. 
При цьому в’язкопружні властивості вважаються ізо-
тропним. 

Публікація [148] пропонує чисельний розв’язок 
контактної задачі в’язкопружності для дослідження 
динамічної поведінки тривимірного тіла з тріщиною, 
яка характеризується криволінійною поверхнею, із 
застосуванням авторського методу збіжності. Чисель-
на процедура випробувана на прикладі знаходження 
динамічного стану товстої пластини з тріщиною не-
скінченної довжини. Порівняння результатів обчис-
лень для випадків відсутності і різних рівнів демпфу-
вання з точним розв’язком показує його задовільну 
збіжність практично для всього періоду контактуван-
ня тріщини. 

В роботі [149] представлений скінченно-
елементний підхід до розв’язання двовимірної контак-
тної задачі анізотропної термов’язкопружності для 
двох шаруватих тіл з пружним внутрішнім і в’язко-
пружним зовнішнім шарами. Тут авторами представ-
лений критерій ініціалізації контактної взаємодії, а 
також розроблена чисельна процедура розв’язання 
задачі в’язкопружності в часі. Адекватність описаної 
методики продемонстрована на прикладах контактної 
взаємодії в’язкопружного в першому випадку і шару-
ватого пружно-в’язкопружного циліндра в другому 
випадку з шарнірно обпертою пружною основою. Ре-
зультати представлені у вигляді графіків зміни конта-
ктного тиску по довжині пружної основи, а також ре-
лаксації центрального контактного тиску в часі для 
моделей в’язкопружності Максвелла і Віхерта і різних 
варіацій теплового навантаження. При цьому варто 



Динаміка і міцність машин                                                              ISSN 2078-9130 

40                                                                                                                    Вісник НТУ «ХПІ». 2017. № 39 (1261) 

відзначити, що розроблена методика може бути засто-
сована тільки для випадку плоского деформованого 
стану, що значно звужує клас охоплених нею задач. 

Отже, на даний момент в літературі існує багато 
методів розв’язання складових елементів задачі, що 
розглядається, та для певних класів задач. При цьому 
відсутній комплексний підхід до розв’язання контакт-
них задач в’язкопружності ортотропних композицій-
них елементів конструкцій і машин. 

 
Висновки. Отже, в сучасній літературі на даний 

момент існують методи розв’язання складових частин 
задачі, що розглядається. 

Наприклад, розроблені експериментальні методи 
знаходження ортоторопних пружних та ізотропних 
статичних і динамічних в’язкопружних властивостей 
композиційного матеріалу. Чисельні методи гомогені-
зації механічних властивостей армованих КМ також є 
потужним засобом отримання його ізотропних та ор-
тотропних в’язкопружних властивостей. 

Розроблені методи апроксимації часових залеж-
ностей за допомогою експоненціальних рядів Проні та 
температурних залежностей за допомогою температу-
рних зсувних функцій. Така технологія застосовна до 
однофазних полімерних КМ, що працюють при тем-
пературах вище за температуру склування та розгля-
даються як термореологічно прості матеріали, тоді як 
температурна залежність багатофазних полімерних 
систем відображається більш складними залежностя-
ми. 

На даний момент в літературі існують аналітичні 
розв’язки контактних задач та задач в’язкопружності 
теорії тонких циліндричних оболонок та оболонок 
обертання. З метою отримання розв’язків задач для 
оболонок довільної форми звертаються до чисельних 
методів, в особливості до методу скінченних елемен-
тів як до найбільш потужного інструменту розв’язан-
ня інженерних задач на даний момент. Було створено 
багато власних скінченно-елементних кодів та корис-
тувацьких модулів комерційних програм для відобра-
ження ефекту анізотропної в’язкопружності. Усі вони 
мають свої переваги та недоліки. Основним недоліком 
можна виділити той факт, що запропоновані методики 
не є простими для реалізації при наявності в інженера 
програмного комплексу скінченно-елементного аналі-
зу та відсутності поглиблених знань у програмуванні 
та теорії неоднорідних анізотропних матеріалів. 

Таким чином, створення універсального методу 
розв’язання контактних задач в’язкопружності ортот-
ропних оболонок є важливою та актуальною на даний 
момент задачею, що потребує поглибленого розгляду 
та розв’язання. 
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