
ISSN 2078-9130                                                              Динаміка і міцність машин 

Вісник НТУ «ХПІ». 2016. № 26 (1198)                                                                                                                    71 

УДК 539.3 
 
Э. А. СИМСОН, С. А. НАЗАРЕНКО 
 
АНАЛИЗ ПРОЧНОСТИ И ДИНАМИКИ ПОВОРОТНО-СИММЕТРИЧНЫХ  
МНОГОКОМПОНЕНТНЫХ КОНСТРУКЦИЙ (ПОДШИПНИКОВЫХ УЗЛОВ КАЧЕНИЯ)  
 

Особенности поворотно-симметричных конструкций позволяют путем создания специализированных теорий и численных 
технологий перейти от общих методов анализа к специальным, значительно меньшей размерности. Рассмотрены и проанали-
зированы методы прочностного и динамического расчета на примере подшипников качения. Доработка метода решения 
спектральной проблемы ЦСК базируется на включении метода квазициклических разложений «внутрь» алгоритма итераци-
онного преобразования подпространства. 
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Введение. В механике и машиностроении широ-
ко распространены многокомпонентные поворотно 
(циклически) симметричные конструкции (ЦСК) [1–
4]. Особенности ЦСК позволяют путем создания спе-
циализированных теорий и численных технологий 
перейти от общих методов анализа систем к специ-
альным, существенно меньшей размерности [1–5]. 

Многообразные подшипники качения являются 
как наиболее распространенным сборочным узлом в 
машиностроении, так и примером ЦСК многокомпо-
нентной структуры [5–9]. Подшипниковые узлы каче-
ния (вал – внутреннее кольцо – ролики – сепаратор – 
внешнее кольцо – «адаптор») осуществляют про-
странственную фиксацию роторов и передают стати-
ческие и динамические усилия от вращающихся дета-
лей на неподвижные опоры. Появляющаяся при функ-
ционировании подшипниковых узлов качения вибра-
ция обусловливается большим количеством факторов 
и достаточно сложно структурирована [6, 7].  

При расчетных исследованиях ЦСК применяются 
континуальные и дискретные модели. Континуальные 
позволяют учесть конструктивные особенности от-
дельных элементов и определить характеристики 
подшипников качения, как связанной системы. Дис-
кретные (с сосредоточенными параметрами) модели 
более просты и часто применяются для исследования 
эффектов отклонений от ЦСК, статистических пара-
метров динамических и прочностных характеристик. 
Анализ научно-технической документации показал, 
что проблемы динамики подшипниковых узлов каче-
ния недостаточно исследованы [6, 7]. 

 
Анализ ЦСК на примере подшипника каче-

ния. Подшипники качения будем рассматривать как 
многокомпонентную связанную систему при нели-
нейной изменяемости характеристик материалов с 
учетом технологической наследственности, возни-
кающей при их изготовлении [8, 9]. Наличие симмет-
рии с позиции расчета дает существенные преимуще-
ства, позволяя свести задачу к анализу модели одного 
сектора с наложенными условиями цикличности. 

ЦСК можно представить в виде N секторов, гео-
метрические и физические параметры которых сохра-
няют инвариантность при повороте относительно оси 
вращения на любой угол, кратный γ = 2π/N. Порядок 
симметрии N – число роликов в случае подшипнико-

вых узлов качения (рис. 1).  
Для анализа использовался метод конечных эле-

ментов (МКЭ), считающийся наиболее универсальной 
и мощной технологией моделирования сложных кон-
струкций и адаптированный к поворотной симметрии 
[10, 11]. Для геометрического представления ЦСК 
достаточно построить аппроксимирующую геометри-
ческую модель одной типовой подструктуры. Описа-
ния остальных получаются из нее преобразованием 
поворотной симметрии. В общем случае нагружения 
секторов требуют индивидуальной аппроксимации. 

Анализ ЦСК начинается с построения модели 
сектора, на которую наносится конечноэлементная 
сетка (рис. 2.). Вводятся условия закрепления конст-
рукции, а также поворотной симметрии на границах с 
сопредельными секторами. 

 

    
а                                                    б  

Рисунок 1 – Твердотельная модель:  
а – подшипника качения; б – сепаратора 

 

 
Рисунок 2 – КЭ модель контактирующих фрагментов роли-
ка, внутреннего и внешнего колец с приставными бортиками 

 
Блочное уравнение равновесия конечноэлемент-
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ной модели j – той типовой подструктуры связывает 
обобщенные перемещения j – го граничного сечения 

jy1
G , внутренней области сектора SjyG , (j + 1)-го гра-

ничного сечения jy2
G  с внешними нагрузками jF

G
 и 

внутренними реакциями jq1
G  и jq2

G  ( Nj ,1= ), заме-
щающими воздействие сопредельных подструктур  
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Размерность блоков матрицы жесткости K зави-
сит от числа степеней свободы внутренней и гранич-
ной областей сектора. Граничные зоны в зависимости 
от геометрической формы сектора могут состоять из 
нескольких несвязных областей. Для их описания вво-
дится связанная система координат, одна из осей ко-
торой направлена вдоль оси циклической симметрии, 
две другие поворачиваются вокруг нее при переходе 
от одного сектора к другому на угол γ. При сборке 
модели j – тая граничная зона совмещает левое сече-
ние j – го сектора и правое сечение (j – 1)-го сектора. 

Связанная система координат позволяет предста-
вить глобальную матрицу жесткости ЦСК в квазицик-
лической форме 
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V1 и V2 – матрицы  перехода от систем  координат 
(j − 1) -го и j-го сектора к связанным координатам j-го 
сечения. Вектор нагрузок имеет вид 
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Квазициклическая структура позволяет от анали-
за глобальной системы уравнений ЦСК перейти к ре-
шению систем уравнений, размерность которых обу-
словливается числом обобщенных перемещений внут-
ренней области и граничного сечения сектора: 
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Перемещения jyG , соответствующие квазистроке, 
формируются суперпозицией решений (5) с соответ-
ствующими весовыми коэффициентами. 

Комплексные системы уравнений (5) в вещест-
венной форме представляют системы уравнений с 

симметричной матрицей коэффициентов, что позволя-
ет использовать для их реализации стандартное про-
граммное обеспечение 
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    Ntj ,,1= .     (6) 

Метод квазициклических разложений (МКЦР) 
позволяет перейти от решения задачи большой раз-
мерности к нескольким существенно меньшей. Эф-
фективность метода можно значительно приумножить 
суперэлементной сверткой (полной или частичной 
конденсацией) внутренней области. 

Для нерезонансных задач динамики ЦСК приме-
нение МЦКР отличается только физическим значени-
ем матрицы коэффициентов, которая в этом случае 
является матрицей динамической жесткости 

Kd = K – ω2 M, 
где M – матрица масс, ω – частота вынуждающей силы.  

Из решения обобщенного уравнения колебаний 
многокомпонентных структур с учетом нелинейных 
диссипативных эффектов видно, что выражения, вхо-
дящие в уравнение резонансной кривой, представляют 
функционалы, зависящие от резонирующей собствен-
ной частоты и формы колебаний [12]. При решении 
спектральной проблемы ЦСК на основе сектора воз-
можны разнообразные комбинации МКЦР и блочной 
(или обратной) итерации, обусловливающие различно 
сформированные группы частот и форм. 

Решение задачи в первом варианте повторяет 
схему (1) – (6), где матрица коэффициентов в уравне-
ниях (1) представляет матрицу динамической жестко-
сти Kd  сектора, нагружение сектора ,0≡jF

G
 ω – иско-

мые собственные частоты. Тогда (5) преобразуются в 
систему однородных уравнений. 

Итерационный метод решения проблемы собст-
венных значений позволяет найти относящиеся к каж-
дому j-му параметру цикличности спектры частот ωjk, 

Ntj ,,1= . При подобном подходе неосуществим упо-
рядоченный поиск заданной частоты. 

Собственные формы ЦСК для ωjk имеют вид 
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Вторая схема предполагает включение МКЦР 
«внутрь» алгоритма блочной итерации решения спек-
тральной проблемы ЦСК (на этапе итерационного 
преобразования подпространства). Подход позволяет 
отыскивать нижнюю часть спектра (либо пакет частот, 
ближайших к заданному значению, при использова-
нии «сдвижки») вне зависимости от принадлежности 
соответствующих собственных форм тому или иному 
параметру цикличности. 

В этом варианте метод итерации подпространст-
ва применяется к глобальной модели конструкции в 
связанной системе координат KY = MX. 

Для матрицы начальных приближений 
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(X0 = XN);   (YN+1 = Y1),  
где структура M1, M2, M3 аналогична A1, A2, A3 (3). 

После того как матрица правых частей сформи-
рована, вычисления проводятся по схеме МКЦР (2) – 
(5). Операции метода итерирования подпространства 
YTKY и YTMY фактически сводятся к процедуре опре-
деления правых частей следующего приближения F, 
то есть KY(2) = F(1) = MY(1). При таком подходе осуще-
ствляется направленный поиск спектра нижних частот 
всей ЦСК, при этом число отыскиваемых частот зави-
сит лишь от размерности итерируемого подпростран-
ства. Процедура получения решения статической за-
дачи ЦСК с различным нагружением секторов стано-
вится базовым модулем для динамических задач, а 
размерность системы разрешающих уравнений опре-
деляется дискретной моделью одного сектора. 

Колебания подшипников качения обусловлива-
ются в основном деформациями его колец – с «узло-
выми диаметрами». Главные специфические особен-
ности колебаний подшипников качения как ЦСК свя-
заны с наличием в спектрах двукратных собственных 
частот. Параметр цикличности j характеризует целое 
число волн перемещений на окружности колец («уз-
ловые диаметры»). Отметим, что собственные формы, 
соответствующие j = 0 и j = N/2 – одинарные, а соот-
ветствующие прочим j – кратные. 

Отличительная черта группы собственных форм, 
соответствующих j = 0 – синфазные колебания секто-
ров с одинаковыми амплитудами. В группе форм ко-
лебаний с параметром цикличности j = N/2 также сек-
тора совершают колебания с одинаковыми амплиту-
дами, но соседние сектора колеблются в противофазе. 
В остальных группах j собственные формы колебаний 
имеют более сложный вид. В зависимости от номера 
группы форма колебаний имеет несколько целых волн 
перемещений в окружном направлении, поэтому со-
седние пролеты между роликами имеют всегда разные 
амплитуды колебаний. С увеличением j искаженные 
«узловые диаметры» все больше искривляются и рас-
полагаются на кольцах вдоль роликов.  

В силу сложности и связанности конструкции уз-
ловые линии сильно искривлены, что затрудняет экс-
периментальную идентификацию параметра j для со-
ответствующей формы, особенно при их большом 
числе [6, 7]. Идентификация собственных форм за-
труднена потому, что по числу всплесков на перифе-
рии не всегда можно определить параметр j. Собст-
венные частоты обычно возрастают с ростом числа j. 

 
Выводы. Рассмотрены и проанализированы ме-

тоды прочностного и динамического расчета ЦСК (на 
примере подшипников качения). Доработка метода 
решения спектральной проблемы ЦСК базируется на 
включении МКЦР «внутрь» алгоритма итерационного 
преобразования подпространства. На следующем эта-
пе работ будет проведен анализ чувствительности 
прочностных и динамических характеристик ЦСК. 
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Введение. Местные коррозионные повреждения 
магистральных трубопроводов в условиях высоких 
эксплуатационных нагрузок могут представлять угро-
зу для безопасности транспортировки. Эффективным 
способом ремонта трубопровода является установка 
композитного бандажа [1–3] путем намотки полуфаб-
риката на поврежденный участок с последующим от-
верждением, в ходе которого формируется напряжен-
ное состояние из-за усадки полимерного связующего 
[4]. Это оказывает на трубу благоприятное сжимаю-
щее воздействие, в дальнейшем ослабевающее за счет 
релаксации напряжений вследствие вязкоупругого 
деформирования бандажа. Описание на макроуровне 
волокнистого композита регулярной структуры обыч-
но исходит из рассмотрения его как однородной орто-
тропной среды, свойства которой определяются либо 
экспериментально путем испытания образцов, либо 
теоретически по известным характеристикам матрицы 
и армирующих волокон, с применением тех или иных 
схем гомогенизации [5,6]. Анализ прочности и жест-
кости отремонтированной трубы, как правило, осно-
вывается на линейно упругой модели композита, при 
этом используются данные о свойствах готового мате-
риала [1–3, 7]. Необходимость обеспечения прочности 
контакта бандажа и трубы на протяжении всего срока 
эксплуатации требует учета релаксации, при этом ли-
нейный характер вязкоупругого поведения композита 

позволяет рассматривать независимо эффекты от уса-
дочных напряжений и действия внутреннего давления.  

 
Постановка задачи. Объектом изучения являет-

ся взаимодействие без натяга между фрагментом ме-
таллического трубопровода и ремонтным бандажом из 
композита на полимерной основе. Расчетная модель 
представляет собой показанный на рис. 1 двухслой-
ный цилиндр под действием внутреннего давления, в 
условиях плоской деформации. Материал внутреннего 
цилиндра I упругий изотропный; наружный цилиндр 
II считается ортотропным вязкоупругим. Особенно-
стью вязкоупругого деформирования является зави-
симость от времени компонент НДС.  Для анизотроп-
ной линейно-вязкоупругой среды наследственного 
типа определяющие соотношения в прямой форме 
имеют вид [5] 

)()()(
0

ζσζε kl

t

ijklij dtAt −= ∫ , )3,1,,,( =lkji ,           (1) 

где )()()()( tAtAtAtA klijijlkjiklijkl ===  – модули ползу-
чести, представляющие собой компоненты тензора 4-
го ранга. Обратная форма упомянутых соотношений: 
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