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ВЫНУЖДЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ ПОЛОГОЙ
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ С ШАРНИРНО
ОПЕРТЫМИ И СВОБОДНЫМИ КРАЯМИ

Нелінійні коливання циліндричної панелі описуються рівняннями Донела-Муштарі-Власова.
Аналітично знайдені точні моди лінійних коливань оболонки, які було використано для отри-
мання дискретної моделі нелінійних коливань. Ця модель досліджена методом багатьох масшта-
бів. Аналізується стійкість отриманих періодичних коливань за Ляпуновим.

Nonlinear oscillations of the cylindrical panel are described with the help of the Donnell–Mushtary–Vlasov
equations. The exact modes of the linear oscillations of the shell were found analytically. These modes were used
in order to obtain the discrete model of the nonlinear oscillations. This model was studied with the help of the
multiple scales method. The Lyapunov stability of the periodical oscillation is studied.

1. Введение. Пологие оболочки широко используются в машинострое-
нии, ракетной и космической технике, а также в строительстве. В условиях
эксплуатации такие конструкции подвергаются действию интенсивных дина-
мических нагрузок. Поэтому понятен интерес ученых и инженеров к анализу
динамики пологих оболочек. Одной из первых работ по динамике пологих
оболочек была статья Григолюка [1]. Он исследовал колебания цилиндриче-
ской панели шарнирно опертой по всем сторонам с большими амплитудам.
Для анализа динамики он использовал двухмодовое представление движения.
Лисса и Кади [2] исследовали линейные и нелинейные свободные колебания
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пологой, шарнирно-опертой по всем сторонам панели. Предполагалось, что
она имеет различные параметры кривизны в двух ортогональных направлени-
ях. В статье использовалось одномодовое приближение для дискретизации
системы. Вольмир, Логвинская, Рогалевич [3] исследовали нелинейные коле-
бания шарнирно опертой цилиндрической панели. Предполагалось, что коле-
бания возбуждаются начальным отклонением от положения равновесия. В
статье получены дискретные модели колебаний с тремя и пятью степенями
свободы. В статье [4] рассматривались вынужденные колебания с умеренны-
ми амплитудами в случае внутреннего резонанса прямоугольных в плане по-
логих оболочек двойной кривизны. Амабили [5, 6] исследовал влияние на-
чальных несовершенств на нелинейные колебания пологих оболочек. В статье
[7] сравнивали двух- и четырехмодовые дискретные модели нелинейных ко-
лебаний пологих цилиндрических оболочек. Расчеты показали, что результаты
этих двух моделей близки. Занг, Лиу и др. [8] исследовали нелинейные коле-
бания и бифуркации прямоугольной пластины под действием параметриче-
ской нагрузки. В статье [9] рассмотрены параметрические колебания прямо-
угольной пластины при внутреннем резонансе 1:1 методом многих масштабов.
Курпа, Пильгун и Амабили [10] рассматриваются оболочки сложной формы.
В статье Кубенко и Ковальчука [11] представлен подробный обзор исследова-
ний нелинейных колебаний оболочек.

В этой статье исследуются колебания цилиндрической панели, которая с
двух противоположных сторон шарнирно оперта, а с двух других – свободна.
Получены аналитически точные моды линейных колебаний этой оболочки.
Для исследования колебаний с умеренными амплитудами движения оболочки
раскладываются по этим точным модам. Получена нелинейная дискретная
модель колебаний с двумя степенями свободы, которая исследуется методом
многих масштабов.

2. Постановка задачи. Рассмотрим вынужденные колебания пологой,
прямоугольной в плане цилиндрической оболочки (рис. 1). Ее колебаний
опишем уравнениями Доннела - Муштари - Власова [12]:

Рисунок 1 – Пологая оболочка
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где r – радиус кривизны оболочки в направлении оси y; h – толщина оболочки; w –
нормальное смещение срединной поверхности оболочки; E, ν – модуль упругости
и коэффициент Пуассона; (x0,y0) – точка приложения внешней силы; β – коэффи-
циент линейного демпфирования; m – масса единицы площади оболочки;

( )2

3

112 ν−
= EhD  – цилиндрическая жесткость; δ(x0,y0) – дельта функция Дирака.

Предполагается, что края y = 0 и y = a1 шарнирно-оперты, а стороны x = 0 и
x = a2 свободны. В таком случае краевые условия принимают следующий вид:
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Изгибные колебания оболочки w(x,y,t) представим так:
( ) ( ) ( ) ( ) ( )yxtyxttyxw ,,,, 2211 ψϕψϕ += ,                             (4)

где −),(),,( 21 yxyx ψψ  собственные формы колебаний.

3. Свободные линейные колебания. Для нахождения собственных
форм линейных колебаний пологой оболочки, которые требуются для пред-
ставления (4), точно интегрировалась система уравнений, описывающая эти
колебания [13]:
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Так как на краях y = 0 и y = a1 реализуются условия шарнирного обира-
ния (3), функции ),(),,( yxyxw Φ  представим так:

( )
1

sin
a

ynxWw π= ;     ( )
1
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Тогда W(x) и χ(x) удовлетворяют следующим уравнениям:
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Решение системы (6) представим так:
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где λi – корни характеристического уравнения, соответствующего системе (6),
α1i, α2i – постоянные, являющиеся ненулевым решением системы, полученной
из (6) при λ = λ. После удовлетворения краевым условиям приходим к одно-
родной системе линейных алгебраических уравнений относительно Ci. Из этой
системы получаем частотное уравнение, которое выражается в определителе
восьмого порядка. Этот определитель не приводится для краткости изложе-
ния. После нахождения частоты из системы находятся параметры Ci. Таким
образом, собственные формы линейных колебаний имеют вид
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В табл. 1 приводятся результаты расчета собственных частот и форм ко-
лебаний стальной пологой оболочки с параметрами: a1 = 1 м, a2 = 0,6 м,
h = 0,01 м. Частоты колебаний считаются в рад/секунду. Из этой таблице сле-
дует, что первая (наименьшая) собственная частота при большом радиусе кри-
визны соответствует одноузловой форме n = 1. При уменьшении радиуса кри-
визны, первая собственная форма преобразуется в двух узловую (n = 2). При
дальнейшем уменьшении радиуса кривизны первая собственная форма преоб-
разуется в трех узловую n = 3. Из табл. 1 видно, что в пологих оболочках
весьма вероятно появление внутренних резонансов.

Дальнейший анализ проведем для стальной оболочки с параметрами a1 = 1 м;
a2 = 0,6 м; r = 2,5 м; h = 0,01 м; E = 2,1 · 1011 Н/м2; ν = 0,3; m = 78 кг/м2.

Разложение (4) введем в правую часть уравнения (2). Получим линейное
уравнение в частных производных относительно функции Φ. Решение этого
уравнения представим так:

21 ΦΦΦ += ,
где Φ1 – частное решение уравнения (2), а функция Φ2 удовлетворят уравнению

02
4 =∇ Φ

Φ2 выбирается так, чтобы в среднем удовлетворялись граничным условиям
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(3). Функцию Φ1 представим так:
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где Fi(x,t) состоят из произведений φ1(t) и φ2(t) на тригонометрические функ-
ции и экспоненты, зависящие от x. Функции Fi(x,t) имеют достаточно длинный
вид и поэтому здесь не приводятся.

Итак, функция Φ полностью определена относительно обобщенных ко-
ординат φ1, φ2 и параметров оболочки. Теперь Φ введем в уравнение (1) и
применим метод Бубнова-Галеркина. В результате получим динамическую
систему с двумя степенями свободы. Для представления этой системы введем
безразмерные переменные и параметры:

t1ωτ = ;   ( ) ( )
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ϕτ = ;    
1

1 ω
ΩΩ = .

Тогда динамическая система с двумя степенями свободы, описывающая
колебания оболочки, принимает следующий вид:
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где точки означают дифференцирование по τ, 1293274,12
1

2
2

2
2 == ωωω . Ос-

тальные параметры принимают следующие значения: a2 = 6,8 · 10-6;
a3 = −2,66 · 10-4; a4 = -3,57 · 10-5; a5 = -0,0231722; a6 = -4,82 · 10-5;
a7 = 0,1371144; b2 = 1,77 · 10-5; b3 = 0,0838981; b4 = -0,092688; b5 = 0,3062939.
Так как большинство коэффициентов системы (11) являются малыми, то эту
систему можно записать так:
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где 0 < ε << 1. Такой вид системы свидетельствует, что линейные слагаемые
сил упругости значительно больше нелинейных слагаемых и возмущающей
силы, действующей на оболочку.

4. Анализ периодических колебаний. Отметим, что собственные частоты
удовлетворяют условию внутреннего резонанса εδω +=12 . Предположим, что
частота возмущающей силы близка к первой собственной частоте εγΩ +=11 .
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Для исследования динамики системы (12) воспользуемся методом мно-
гих масштабов, который успешно применялся для анализа цилиндрических
оболочек и закрученных стержней [14, 15]. Введем следующие масштабы
времени T0 = τ;   T1 = εT0 = ετ. Тогда колебания системы (12) представим так:

( ) ( ) ( )101110101 ,, TTqTTqq ετ += ,

( ) ( ) ( )102110202 ,, TTqTTqq ετ += .                                (13)
После стандартных преобразований приходим к следующим уравнениям:
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Введем (15) в (14) и приравняем нулю секулярные слагаемые. В резуль-
тате получим систему двух комплексных модуляционных уравнений относи-
тельно (A1, A2). К этим уравнениям применим следующую замену переменных:
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В результате получим систему модуляционных уравнений, которая при-
нимает следующий вид:
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где штрих означает дифференцирование по T1;
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Для исследования свободных колебаний положим в системе (17)
02121 ==== PPββ  и исследуем ее неподвижные точки. Эта система уравне-

ний имеет четыре группы решений:
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В третьем и четвертом случаях параметры r1 и r2 удовлетворяют системе

двух нелинейных алгебраических уравнений. На рис. 2 и рис. 3 скелетная кри-
вая этого решения представлена штрих пунктирной линией.

Параметры, определяющие возмущающую силу и демпфирование в обо-
лочке, принимались следующими: P1 = -0,0606; P2 = 0,0102; β1 = 0,0024;
β2 = 0,0024. Результаты численных расчетов системы нелинейных алгебраиче-
ских уравнений (17) представлены на амплитудно-частотных характеристиках,
которые показаны на рис. 2, 3.

Из этих расчетов следует, что в резонансной зоне амплитуд колебаний
значения обобщенной координаты q1 больше, чем q2, но они имеют один по-
рядок. Такая соизмеримость объясняется внутренним резонансом. Отметим,
что по обобщенной координате с большими амплитудами q1 наблюдается об-
легание амплитудно-частотной характеристики скелетной кривой. Однако для
обобщенной координаты q2 такого облегания не наблюдается (рис. 2, 3). Отметим,
что все бифуркации в системе наблюдаются при умеренных амплитудах.

Анализ устойчивости периодических движений сводится к анализу ус-
тойчивости неподвижных точек модуляционных уравнений (17). С помощью
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уравнений в вариациях, полученных из (17), определяются характеристиче-
ские показатели неподвижных точек. Результаты анализа устойчивости пред-
ставлены на рис. 2, 3, где сплошной линией показаны устойчивые по Ляпуно-
ву колебания, а пунктирной линией – неустойчивые.

Для проверки полученных аналитических результатов проводилось пря-
мое численное интегрирование системы (11). Результаты прямого численного
интегрирования представлены на рис. 2-3 точками. Как видно из этих рисун-
ков, результаты прямого численного интегрирования хорошо совпадают с
аналитическими данными.

Рисунок 2 – Амплитудно-частотная характеристика, показывающая зависимость
 r1 от расстройки γ.
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Заключение. В большинстве работ рассматриваются нелинейные коле-
бания оболочек, которые шарнирно оперты по всему контуру. В этой статье
сделана попытка исследования более сложных оболочек, в которых две сторо-
ны шарнирно оперты, а две другие – свободны. Для такого вида закрепления в
работе получены точные собственные формы линейных колебаний. Движения
системы раскладываются именно по этим формам. В статье получена нели-
нейная система с двумя степенями свободы, описывающая колебания оболоч-
ки с умеренными амплитудами.

Как следует из расчетов, в резонансной зоне амплитуды колебаний обобщен-
ной координаты q1 больше, чем q2, но они имеют один порядок. Такая соизмери-
мость объясняется внутренним резонансом. Резонанс происходит при близости
частоты внешней силы ко второй линейной собственной частоте. Отметим, что все
бифуркации в системе наблюдаются при умеренных амплитудах.
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Рисунок 3 – Амплитудно-частотная характеристика, показывающая зависимость
r2 от расстройки γ

Зависимость первых частот от радиуса кривизны оболочки при a1 = 1 м, a2 = 0,6 м
r, м n = 1 n = 2 n = 3

∞ 368,8
1218,1
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2721,5

20 488,8
1243,2
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1349,7

1194,2
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1836,7
2747,1
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2811,9
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УПРУГИЕ ПОСТОЯННЫЕ И ОБОБЩЕННЫЕ
ХАРАКТЕРИСТИКИ ЖЕСТКОСТИ МАТЕРИАЛА СЛОИСТОЙ
СТРУКТУРЫ

Наданий аналіз методів визначення пружних характеристик окремих шарів армованих високо
модульними волокнами на макрорівні. У випадку, коли композит уявляє собою набір шарів з різ-
ними напрямами армування, запропонована методика визначення приведених пружних характе-
ристик і компонент матриці жорсткості всього пакету шарів у цілому. Порівняння теоретичних і
експериментальних результатів, а також аналіз даних, наведених у вже відомих публікаціях, під-
тверджує коректність запропонованої методики.

The analysis of the methods of definition of elastic characteristics of separate layers reinforced by high-
module fibers on the macro level is given. In the case, when the composite itself represents a set of lay-
ers with different directions of reinforce, the technique of the given elastic characteristics definition and
component of matrixes of rigidity of all layers’ package as a whole is offered. Comparison of theoretical
and experimental results, and also the analysis of data, given in the already known publications, con-
firms the correctness of the offered technique.

При проектировании конструкций из композиционных материалов, как
правило, рассматривается несколько возможных вариантов и схем армирова-
ния. Поэтому задача выбора оптимального варианта армирования таких мате-
риалов при минимальных затратах на эксперимент представляется весьма ак-
туальной.

В композиционном материале с регулярной структурой, как правило,
присутствуют повторяющиеся элементы в виде однонаправленных слоев.
Пренебрегая неоднородностью структуры на микроуровне каждого слоя, можно
найти эффективные характеристики отдельных слоев на макроуровне. При этом
деформационная модель материала имеет квазиоднородную структуру.

Анализ различных подходов [1-6] к расчету упругих характеристик ком-
позиционного материала показывает, что корректную оценку влияния схем
укладки арматуры на физико-механические характеристики материала можно
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