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ВНУТРЕННИЕ СВЯЗАННЫЕ КОЛЕБАНИЯ И  
ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫЕ ВОЛНЫ ПЕРЕНОСА В 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОМ СТЕРЖНЕ 
 

За допомогою лінійної теорії пружності та потенціалів Герца вивчаються експоненціальні хвилі 
переносу, що розповсюджуються по циліндричному стрижню. Підтверджені та уточнені резуль-
тати застосування класичної теорії тонких стрижнів. Отримані хвилі переносу імпульсу, що не 
описуються класичною теорією. 

 
At use of the linear theory of elasticity and Hertz potentials the exponential waves of translation ex-
tended on a cylindrical core are investigated. The results of the use of the classical theory of thin cores 
are confirmed and specified. The waves of the impulse transfer which are not described by the classical 
theory are gained. 

 
Введение и постановка задачи. Исследуются новые аспекты актуаль-

ной проблемы генерирования уединенных гармонических волн переноса (фо-
нонов), движущихся в активной упругой среде по траекториям винтовой 
формы (рис. 1). Считается, что винтовой фонон (механический аналог фото-
на) представляет собой устойчивый волновой пакет, в котором присутствуют 
связанные бегущие волны других типов (солитон, экспоненциальные волны). 

 

 
Рисунок 1 – Форма 

траектории  
винтового фонона 

 

В работах [1,2], где исследуются связанные нели-
нейные колебания винтового цилиндрического стержня, 
использована обычная для динамики стержней гипотеза 
о равномерной деформации поперечного сечения (смот-
ри, например, монографию [3]). Однако когда протя-
женность волны становится соизмеримой с диаметром 
стержня, эта гипотеза требует обоснования. Кроме того, 
здесь, априори, могут наблюдаться колебания, сопрово-
ждающиеся сложной формой деформации сечения (рис. 
2, 3). Известным аналогом для этих процессов являются 
колебания    электромагнитного    поля   внутри    полого 

цилиндрического волновода [4]. Такие колебания далее будем называть зо-
нальными. В данной работе будет показано, что зональные колебания, как 
правило, являются внутренними колебаниями стержня, поскольку они сво-
дятся к перераспределению энергии внутри сечения и не влияют на средние 
(по сечению) геометрические и силовые характеристики процесса колебаний 
(такие, как линейные и угловые скорости, силы и моменты, рассматриваемые 



 
Рисунок 2 – Ради-
альная зональная 

деформация сечения 
 

 
Рисунок 3 – Секто-
ральная зональная 
деформация сечения 

 

в работах [1-3]). Но, как оказалось, из этого правила су-
ществуют исключения, и эти исключения важны для 
теории связанных колебаний. Чтобы пояснить их значе-
ние, обратимся к рис. 4, где сплошными линиями изо-
бражены решения характеристического (другое назва-
ние – дисперсионного) уравнения для модели винтового 
стержня из работы [1]. Каждой точке на графике соот-
ветствует некоторая простая волна вида 

exp( ( ))X i t z⋅ ω − λ
r

, 

где X
r

 – ее форма; λ – волновое число; ω – частота, при-
чем точкам из первого квадранта отвечают гармониче-
ские волны, второго квадранта – затухающие волны и 
третьего квадранта – экспоненциальные волны. Гармо-
нические и экспоненциальные волны являются волнами 
переноса. Наклонная пунктирная прямая пересекает эти 
ветви в четырех точках, и соответствующие этим точ-
кам волны, которые имеют одинаковые фазовые скоро-
сти, могут быть объединены в волновой пакет. 

 
Рисунок 4 – Решения дисперсионного уравнения (формы деформации сечения: 1 – 

кручение; 2 – осевое сжатие; 3, 4 – поперечный сдвиг; 5, 6 – изгиб, в двух плоскостях; 
χ1 – относительная кривизна стержня; χ1

−1 – индекс винтового стержня, χ1 = R1/R) 
 
Единица длины отвечает радиусу кривизны стержня R1, единица време-

ни – промежутку распространения волны поперечной деформации по стерж-
ню длины R1. 



Устойчивость волнового пакета и диссипация его энергии во многом 
определяется теми условиями, которые возникают на фронте волны, в част-
ности, требованиями к непрерывности и гладкости динамических характери-
стик, и чем больше волн объединяются в пакет, тем проще обеспечить эту 
гладкость.  

В связи с этим была поставлена следующая задача: найти экспоненци-
альные волны переноса, которые не описываются моделью работы [1], но 
могли бы использоваться при образовании волновых пакетов. Соответст-
вующие этим волнам точки на рис.4 отмечены штрих - пунктиром; как вид-
но, они расположены в области волн малой протяженности, где гипотеза о 
равномерном деформировании сечения может не выполняться.  

 
Выбор математической модели. Крутильные и продольные колебания 

прямого стержня в рамках гипотезы о равномерном деформировании сече-
ния описываются волновыми уравнениями, имеющими следующие фактори-
зации (рис. 5): 
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остальные характеристики и участвуют в поперечных (изгибно-сдвиговых) 
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Рисунок 5 – Скорости смещения се-
чения прямого стержня и действую-

щие в нем силы 

В уравнениях (1), (2) ρ обозначает 
плотность материала, S – площадь сече-
ния, I1, I2, I3 – его моменты инерции от-
носительно соответствующих осей; 
cx1…cγ3 – коэффициенты податливости 
сечения при поперечном сдвиге, сжатии, 
кручении или изгибе; конкретные фор-
мулы для этих коэффициентов в зависи-
мости от формы сечения можно найти в 
работах [1, 5]. 

Для систем (1), (2) были составлены 
характеристические уравнения, а их ре-
шения (рис. 6) сопоставлены с представ-
ленными на рис. 4. Оказалось, что если 
стержень имеет круглое сечение радиуса 
R,  то  при  условии  |λR| > χ1

−1  в  третьем 



квадранте решения дисперсионных уравнений для прямого и винтового 
стержня практически совпадают. Это означает, что кривизна и кручение оси 
винтового стержня для исследуемых волн не играют существенной роли, и 
ими допустимо пренебречь. 

Для решения поставленной задачи были использованы известные урав-
нения линейной теории упругости [4]. Запишем дифференциальное уравне-
ние свободных колебаний для упругих смещений ( , , , )u r z tϕr  точек цилинд-
рического стержня, считая материал стержня однородным и изотропным: 

2 2/ grad div rot rotu t K u G uρ ⋅∂ ∂ = ⋅ − ⋅
r r r ,                               (1) 

где r, φ, z – цилиндрические координаты точки; t – время; K – модуль объем-
ного сжатия; 3 /(1 2 )K G= μ − μ ; G – модуль сдвига, μ – коэффициент Пуассо-
на. Известно, что уравнение (1) имеет решение вида 

rot gradu A ψ= +
rr ,                                                 (2) 

причем потенциалы ( , , , )r z tψ ϕ  и ( , , , )A r z tϕ
r

 удовлетворяют волновым урав-
нениям 

2 2 2/ divgradпрa tψ ψ− ⋅∂ ∂ = ,                                         (3) 
2 2 2/ [ ]попa A t A− ⋅∂ ∂ = Δ

r r
,                                             (4) 

где grad div rot rotA A A⎡ ⎤Δ = −⎣ ⎦
r r r

 – оператор Лапласа;  /прa K ρ=  – ско-

рость звука для продольных колебаний; /попa G ρ=  – скорость звука для 
поперечных колебаний. 

 

 
Рисунок 6 – Решения дисперсионного урав-
нения для классической модели прямого 

стержня (обозначения те же, что и на рис.4; 
принято R1 = 1) 

 

На внешней границе стержня 
(при r = R) рассматривались стан-
дартные для механики твердого 
тела условия равенства нулю нор-
мального давления и скалываю-
щих напряжений:  

def div 0
1 2r ru uμ

+ =
− μ

r r ,       (5) 

def 0r zu =
r ;                (6)  

def 0ru ϕ =
r ;               (7) 

на оси стержня все напряжения 
должны быть ограничены. 

Все преобразования прово-
дились в криволинейных цилинд-
рических координатах; формулы 
для компонент тензора деформа-
ции, записанных в этих координа-
тах, приведены, например, в [6]. 



Заметим, что задача (4), (6), (7) фактически рассматривалась в [4], когда 
искали бегущие электромагнитные волны внутри цилиндрического волново-
да. Мы сможем воспользоваться полученным там решением, но нужно учесть 
три отличия новой задачи от известной:  

– решение обязано удовлетворять дополнительному условию (5); 
– решение может использовать не только векторный потенциал A

r
, но и 

скалярный потенциал ψ; 
– в отличие от электромагнитного поля, скалярный и векторный потен-
циалы в упругой среде имеют разные скорости распространения. 

 
Осесимметричные волны переноса для потенциалов. Следуя методу, 

изложенному в [4] для волноводов, будем искать решение уравнений (3) и (4) 
в форме осесимметричных экспоненциальных волн переноса 

( , , ) ( ) exp( )r z t r t zψ = Φ ⋅ ω −λ    и    1,2 1,2( , , ) ( ) exp( )A r z t r t z= Φ ⋅ ω − λ
r r

, 
где ωt ≤ λz, а амплитудные функции векторных потенциалов имеют следую-
щий вид: 

1 1( ) {0,0, ( )}r rΦ = Π
r

,    2 2( ) {0,0, ( )}r rot rΦ = Π
r

. 
Векторная функция 2{0,0, ( )} exp( )r t zΠ ⋅ ω −λ , как известно, в теории 

электромагнитных волн называется бегущим потенциалом Герца. Кроме то-
го, следуя традиции, заложенной Дираком, величина λ < 0 называется «от-
рицательным волновым числом», а величина ω < 0 – «отрицательной час-
тотой». При таком выборе этих величин экспоненциальная волна движется 
со скоростью ν = ω/λ в положительном направлении оси z и очень быстро (с 
экспоненциальной скоростью) затухает по своей длине. Дирак, создавший 
волновую модель электрона, в последние годы жизни предлагал использо-
вать экспоненциальные волны и «отрицательные частоты» для описания ядер 
движущихся элементарных частиц, но довести задуманное до логического 
конца не успел. 

Тогда величины λ2 > 0, ω2 > 0, а функции Φ(r), Π1,2(r) должны удовле-
творять уравнениям Бесселя нулевого порядка  

2 2 2/ ( / ) 0прr a′′ ′Φ +Φ + λ −ω Φ = , 2 2 2
1,2 1,2 1,2/ ( / ) 0попr a′′ ′Π +Π + λ −ω Π = , 

и, с учетом ограниченности этих функций при r = 0, получаем, что  
1,2 0 1( ) ( )r J rΠ = β ,   0 2( ) ( )r J rΦ = β , 

где 2 2 2
1 / попaβ = λ −ω ,  2 2 2

2 / прaβ = λ −ω . 
Это означает, что смещение в волне переноса описывается формулой 

1 2 3 1 1 2 2 3rot rot gradu u u u C A C A C ψ= + + = ⋅ + ⋅ + ⋅
r rr r r r , то есть 

2
1 1 1 1 2 1 1 1 1 0 1 3 2 1 2 0 2[ {0; ( );0} { ( );0; ( )} { ( );0; ( )}] t zu C J r C J r J r C J r J r eω −λ= β β − λβ β β β − β β λ β

r , (8) 
где C1, C2, C3 – некоторые константы, выбор которых подчинен удовлетворе-
нию граничных условий (5), (6), (7). 



Анализ этих условий показывает, что волна 1ur  и сумма волн 2 3u u+r r  в 
цилиндрическом стержне не связаны между собой, и могут распространяться 
отдельно. В результате мы приходим к частным случаям, анализируемым в 
следующих двух пунктах. 

 
Вращения поперечного сечения стержня. Для волны  

1 1 1 1{0; ( ); 0} t zu J r eω −λ= β β
r  

условия (5), (6) не актуальны, а условие (7) после учета тождества 
1 1 1 1 1 1 2 1( ) ( ) / ( )J r J r r J r′ β β − β = −β β  

приводит к уравнению 2 1( ) 0J Rβ = , то есть   
2 2 2 2 2

2./ /поп ja Rλ −ω = υ , 
где υ2.j – j-тый корень функции Бесселя J2(x).  

При условии j = 0 имеем вырожденный случай β1 = 0 и Π(r) ≡ 1, который 
соответствует равномерному вращению сечения вокруг его оси, описывае-
мому классической моделью стержня. На рис. 7 этому вращению соответст-
вует прямая линия, проходящая через начало координат. При j = 1 получаем 
простейшее зональное вращение стержня, соответствующее рис. 2; на рис. 7 
ему отвечает смещенная прямая линия. Если j > 0, то число «колец», имею-
щих разное направление вращения, становится большим двух (оно равняется 
j + 1). 

 

 
Рисунок 7 – Решения дисперсионного уравнения 
для равномерного (j = 0) и зонального (j > 0) вра-

щения сечения стержня 
 

Характерным является 
то, что в силу известного 

тождества  2.
10
( ) 0j J r rdr

υ
=∫  

любое зональное вращение 
имеет момент количества 
движения, равный 0, то есть 
соответствующее колебание 
стержня является внутрен-
ним и использоваться при 
образовании волнового па-
кета не может. Независимое 

обоснование этого факта можно найти в общей теории соответствующей 
краевой задачи, изложенной, например, в [4]: формы колебаний, отвечающие 
разным собственным частотам, ортогональны, и поскольку среди этих форм 
содержится равномерное вращение, то для остальных форм среднее по сече-
нию вращение обязано равняться 0. 

 
Продольные осесимметричные деформации стержня. Для волны 

2
2 3 2 1 1 1 3 2 1 2 2 1 0 1 3 0 2{ ( ) ( ); 0; ( ) ( )} z tu u С J r C J r С J r С J r eλ −ω+ = − λβ β + β β β β + λ β
r r  

условие (7) не является актуальным, а выполнение условий (5), (6) эквива-



лентно следующей однородной системе уравнений: 
2 2 2
1 1 1 2 2 1 2 0 2 3

2 2
1 1 1 1 2 2 1 2 3

( ( )) ( ( ) ( /(1 2 )) ( )) 0;
( ) ( ) 2 ( ) 0,

прJ R С J R a J R С
J R С J R С

−′ ′⎧ −λβ β + −β β + ⋅ μ − μ β =⎪
⎨

λ +β β β ⋅ + λβ β ⋅ =⎪⎩
 

которая имеет нетривиальные решения в случае равенства нулю ее определи-
теля: 

2 2
1 1 1 2 1 2 0 2

2 2
1 1 1 2 1 2

( ) ( ) ( /(1 2 )) ( )
( , ) det 0

( ) ( ) 2 ( )
прJ R J R a J R

J R J R

−′ ′⎛ ⎞−λβ β −β β + ⋅ μ − μ β
Δ λ ω = =⎜ ⎟

λ +β β λβ β⎝ ⎠
, (9) 

где, как и ранее, 2 2 2
1 / попaβ = λ −ω ,  2 2 2

2 / прaβ = λ −ω . 
Заметим, что определитель (9) остается вещественным и в тех случаях, 

когда число β1 или оба числа β1,2 становятся мнимыми; при этом в определи-
теле используются функции Бесселя с мнимым аргументом, а в решении (8) – 
модифицированные функции Бесселя.   

Уравнение (9) решалось численно, для чего частота ω фиксировалась на 
постоянном уровне ω = ω0, а волновое число λ варьировалось. Решения пока-
заны на рис. 8. Оказалось, что часть этих решений близки к тем, которые по-
лучаются в рамках классической модели стержня, а именно при малых вол-
новых числах λ (участок 1' на кривой 1) они практически точно ложатся на 
наклонную прямую ω2 = λ2 · (E/ρ), отвечающую равномерной продольной 
деформации стержня, где E = G · 2 ·(1 + μ) – модуль упругости стержня. Но 
для коротких волн наклон кривой 1 определяется не модулем E, а модулем K 
объемного сжатия. 

 

 
Рисунок 8 – Решения дисперсионного уравнения для равномерной (участок 1' кривой 
1) и неравномерной продольной деформации стержня. Пунктирная прямая 2 соединя-

ет точки перегиба графиков и удовлетворяет уравнению 2 2 2
попaω = ⋅λ  

 
В области коротких экспоненциальных волн кроме наклонной линии появ-

ляются ветви гиперболы с асимптотой ω2 = λ2 · (E/ρ) и другие решения (рис. 8). 
 
Секторальные волны переноса для потенциалов. Пусть функции 



Φ(r), Π1,2(r) удовлетворяют уравнениям Бесселя m-го порядка 
2 2 2 2 2/ ( / / ) 0прr a m r′′ ′Φ +Φ + λ −ω − Φ = , 
2 2 2 2 2

1,2 1,2 1,2/ ( / / ) 0попr a m r′′ ′Π +Π + λ −ω − Π = , 
где m – целое положительное число. Тогда Π1,2(r) = Jm(β1r), Φ(r) = Jm(β2r), и 
выражения  

( , , , ) ( ) exp( )r z t r t z imψ ϕ =Φ ⋅ ω −λ + ϕ , 1,2 1,2( , , ) ( ) exp( )A r z t r t z i m=Φ ⋅ ω −λ + ϕ
r r

, (10) 

где 1 1( ) {0,0, ( )}r rΦ = Π
r

, 2 2( ) {0,0, ( )}r rot rΦ = Π
r

, также являются скаляр-
ными и векторными потенциалами для искомой волны переноса. 

Целям нашего исследования может отвечать только случай m = 1, кото-
рый, например, соответствует повороту сечения вокруг его диаметра; при 
m ≥ 2 колебания стержня по понятным причинам окажутся внутренними. 

 
Волны поперечного сдвига сечения. Для сокращения записей далее 

будем считать, что радиус поперечного сечения R = 1. Учтем, что каждому из 
комплексных потенциалов (10) отвечает пара вещественных потенциалов, 
например,  

( , , , ) ( ) exp( ) cosr z t r t zψ ϕ = Φ ⋅ ω −λ ⋅ ϕ   и  ( , , , ) ( ) exp( ) sinr z t r t zψ ϕ = Φ ⋅ ω −λ ⋅ ϕ , 
а для выполнения условий (5)-(7) необходимо, чтобы каждая компонента по-
ля смещений ur  содержала только одну тригонометрическую функцию, что 
накладывает ограничения на выбор потенциалов. Поэтому, не умаляя общно-
сти, образуем сумму 

1 1 2 2 3 3u C u C u C u= + +
r r r r  

следующих трех волн переноса: 

1 1 1 1 1 1 1 1rot{0;0; ( )sin } {( ( ) / ) cos ; ( )sin ;0}t z t zu J r e J r r J r eω −λ ω −λ′= β ϕ⋅ = β ϕ −β β ϕ
r , 

2 1 1{0;0; ( ) cos }t zu rot rot J r eω −λ= β ϕ⋅ =
r  

2
1 1 1 1 1 1 1 1{( ( )) cos ; ( ( ) / )sin ; ( )cos } t zJ r J r r J r eω −λ′= −λβ β ϕ λ β ϕ β β ϕ , 

3 1 2( ( )cos )t zu grad J r eω −λ= β ϕ⋅ =
r

2 1 2 1 2 1 2{ ( )cos ; ( ( ) / )sin ; ( ) cos } t zJ r J r r J r eω −λ′β β ϕ − β ϕ −λ β ϕ . 
В данном случае граничные условия (5)-(7) связывают три волны, и вы-

полнение этих условий возможно при равенстве нулю соответствующего оп-
ределителя системы: 

2
2

2 1 1 1 1 2 1 2 1 22

2 2
1 1 1 1 1 1 2 1 2

1 1 1 2 1 2 1 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

( , ) det ( ) / ( ) ( ) 2 ( ) 0
( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )

пр

J J J J
a

J J J
J J J J

⎛ ⎞μ ω′′ ′′− β −λβ β β β + β⎜ ⎟− μ⎜ ⎟
⎜ ⎟′ ′Δ λ ω = −λ β β λ +β β − λβ β =
⎜ ⎟
β β − β − λ β β β⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (11) 



Уравнение (11) решалось тем же способом, что и уравнение (9). Оказа-
лось, что его корни образуют сетку из смещенных влево линий, показанных 
на рис. 9. Наклон этих линий близок к наклону асимптоты ω2 = λ2 · (G/ρ), со-
ответствующей колебаниям стержня при чистом сдвиге, а величина смеще-
ния в основном определяется расположением корней уравнения J'2(x) = 0, но, 
как и наклон, корректируется в зависимости от величины коэффициента Пу-
ассона. Наибольший интерес для целей нашего исследования представляет 
первая линия этого семейства, определяемая равенством: 

2 2 2
0( ) ( / )(1 / 3)G= − ⋅ +ω λ λ ρ μ ,                                (12) 

где 0 2,65 0,5R = − −λ μ . Анализ соответствующих деформаций показал, 
центр сечения смещается по направлению полярного угла φ = 0 на величину  

0 1 2 1 3 20,5( ) 0,5u C C C= − +λ β β , 
а среднее смещение точек сечения в этом направлении пропорционально ин-
тегралу 

{ }
[0,1], [0,2 ]

1 ( , , , ) cos , sin ,0
r

u r z t r dr d
∈ ∈

⋅ − =∫∫
r

ϕ π

ϕ ϕ ϕ ϕ
π

 

1

1 2 1 1 1 1 1 3 1 2 2 1 2
0

[( )( ( ) ( )) ( ( ) ( ))]C C J r J r C J r J r dr′ ′= − + + +∫ λ β β β β β β ,  то есть 

1 2 1 1 3 1 2( ) ( ) ( )срu C C J C J= − +λ β β ,                             (13) 
где коэффициенты C1,2,3 получены при решении однородной системы с опре-
делителем (11). Как следует из анализа этого решения, сумма (13) имеет тот 
же знак, что и u0, и указанный сдвиг обладает ненулевым импульсом.  

 

 
Рисунок 9 – Решения дисперсионного уравнения для случая m = 1.  

Кривые 1, 2 отвечают равномерной изгибно-сдвиговой деформации (1 – преимущест-
венного изгиба, 2 – преимущественно поперечного сдвига); прямая 3 – неравномер-

ной деформации сдвига. 
 
Кроме импульса эта деформация обладает незначительным моментом 

количества движения сечения вокруг оси φ = π/2; указанная величина про-
порциональна интегралу 



2 2 2
2 1 1 1 3 1 2

[0,1], [0,2 ]

[ ( ) ( )] cos
r

C J r C J r r dr d
∈ ∈

− =∫∫
ϕ π

β β λ β ϕ ϕ

2 1 2 1 3 2 2 2[ ( ) ( ) / )]C J C J−π β β λ β β . 
Однако колебания изгибающего момента в цилиндрическом стержне 

при больших частотах отвечают условию ω2 = λ2 · (E/ρ), и поскольку модуль 
E в 2(1 + μ) раза больше модуля G, то становится ясно, что влияние качания 
сечения на фазовую скорость данной волны мало ( /(6(1 )) 0,05+ ≈μ μ ), и этой 
формой деформации здесь допустимо пренебречь. Следовательно, исследуе-
мые волны описывают деформации неравномерного поперечного сдвига се-
чения. 

 
Форма неравномерной деформации сечения для частного случая. 

Рассмотрим винтовой стержень, имеющий малую относительную кривизну; 
пусть, например, его индекс χ1

−1 = 10. В волновом пакете винтового фонона 
обязана содержаться длинная гармоническая волна, поэтому пунктирная ли-
ния на рис. 4 оказывается близка к касательной, проведенной к нижней ветви 
дисперсионного уравнения в начале координат. Это означает, что скорость 
фонона ν составляет малую долю скорости aпоп: 

1( / 1 ) 0,08поп попv a a≈ χ + μ ≈ , 
а для параметров волны неравномерного поперечного сдвига с учетом 

(12) выполняются следующие соотношения 
2 2 2

1,2 0,попaω << λ β ≈ −λ ≈ −λ .                                (14) 
 

 
Рисунок 10 – Величина поперечного сдвига для точек сечения стержня:  

кривая 1 отвечает значению угла φ = 0°, кривая 2 – φ = ±30°, 
кривая 3 – φ = ±45°, кривая 4 – φ = ±60°, кривая 5 – φ = ±90° 

 
Наличие таких соотношений упрощает анализ полученного решения. В 

частности, имеет место зависимость 
1 0 0 0 0(2 ( ) / ) (1/ 3)срu J u u≈ λ λ ≈ . 

На рис. 10 приведены графики поперечного сдвига для точек сечения. 
Смещение точек соответствует показанному на рис. 3. 



Выводы. 
При использовании трехмерной модели линейной теории упругости ре-

шена задача о распространении экспоненциальных волн переноса по цилинд-
рическому стержню. Решения используют бегущие скалярные и векторные 
потенциалы, в том числе потенциалы Герца, связанные граничными усло-
виями на боковой поверхности стержня. 

Полученные решения подтвердили, а в случае коротких волн – уточни-
ли, результаты применения для этой же задачи классической теории тонких 
стержней, использующей гипотезу о равномерном деформировании сечения. 

Кроме известных решений получены волны переноса импульса (попе-
речного неравномерного сдвига сечения), не описываемые классической тео-
рией. 
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