
ISSN 2078-9130. Вісник НТУ «ХПІ». 2014. № 57 (1099) 115 

УДК 534.1:539.3 
 
А. Н. ШУПИКОВ, д-р техн. наук, профессор, зав. отд. прочности и оп-
тимизации конструкций, ИПМаш НАН Украины, Харьков;  
Л. А. ЛИТВИНОВ, д-р техн. наук, профессор, зав. отд. монокристаллов 
корунда, Институт монокристаллов НАН Украины, Харьков;  
С. В. УГРИМОВ, канд. техн. наук, докторант, ИПМаш НАН Украины, 
Харьков;  
С. Ю. СОТРИХИН, канд. техн. наук, ст. науч. сотр., ИПМаш НАН Ук-
раины, Харьков;  
В. Г. ЯРЕЩЕНКО, канд. техн. наук, ст. науч. сотр., ИПМаш НАН Ук-
раины, Харьков 

 
ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ И ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ  
ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОЦЕССА РАСПРОСТРАНЕНИЯ ВОЛН  
В САПФИРОВЫХ СТРЕЖНЯХ 

 
Проведено теоретическое и экспериментальное исследование процесса распространения волн в 
сапфировых стержнях с различной ориентацией кристаллографических осей. Получены теорети-
ческие значения скорости распространения волн Релея при низкоскоростном продольном ударе. 
Проведено их сравнение с теоретическими значениями, рассчитанными по классической стерж-
невой модели, а также с экспериментальными данными, полученными методом динамического 
широкополосного тензометрирования. Установлено хорошее совпадение результатов теоретиче-
ского расчета с данными экспериментальных исследований. 
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Введение. Исследование процесса распространения волн в анизотроп-

ных телах является сложной математической задачей [1]. Законы распростра-
нения волн в телах выводятся из общих трехмерных уравнений движения 
упругой среды. В неограниченой анизотропной среде возмущение распро-
страняется не сферическим фронтом, как в изотропной среде, а некоторой 
поверхностью. Задачу нахождения скорости волны в анизотропной среде ре-
шают, как правило, упрощенно путем рассмотрения движения плоских волн 
и сведением задачи к решению уравнения Кристоффеля [1, 2]. 

Анизотропия механических свойств сапфира связана с кристаллической 
структурой и ее типом симметрии [3, 4]. Известно, что по виду симметрии 
кристаллы сапфира относятся к кристаллам с гексагональной сингонией [3]. 
Они обладают одной осью симметрии L6 [1, 3, 5].  

Сапфир обладает комплексом уникальных физико-механических и хи-
мических свойств [3]. Он имеет высокую механическую прочность и твер-
дость. Твердость сапфира по шкале Мооса составляет 9 единиц. При этом 
сапфир является оптически прозрачным материалом, способным работать в 
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условиях воздействия высоких температур и радиации. Наличие таких 
свойств способствовало широкому применению сапфира в технике, в том 
числе, как элемента прозрачной брони.  

Изделия из лейкосапфира обладают анизотропными свойствами. В силу 
этого упругие свойства, прочность, а также скорость распространения волн в 
сапфире зависят от направления. Изготавливая изделия из сапфира необхо-
димо учитывать это различие механических свойств и за счет определенного 
выбора осей можно повысить общую прочность изделия. 

 
Состояние научной проблемы. Несмотря на широкое применение сап-

фира в технике [3], его механические свойства, особенно для случая ударных 
нагружений, все еще недостаточно изучены [3, 4, 6-10]. В силу сложности 
математического моделирования поведения сапфира при ударном нагруже-
нии, основная часть работ в этой области носит экспериментальный характер. 
Так, в работе [4] представлены результаты экспериментальных исследований 
поведения сапфира при сжатии в различных кристалографических направле-
ниях. Экспериментальные значения скорости распространения волн в сапфи-
ровых стержнях с тремя различными ориентациями кристаллографических 
осей приведены в работе [10]. В этой же работе приведены теоретические 
значения для скорости распространения волн в сапфировом стержне, кото-
рый рассматривается по классической стержневой модели. 

 
Цель работы. Целью работы было исследование скорости распростра-

нения волн в сапфировых стержнях с различной ориентацией кристаллогра-
фических осей на основе модели Релея и экспериментальных методов.  

 
Постановка теоретической задачи. Теоретическое исследование процес-

сов деформирования конструкций из сапфира базируется на уравнениях теории 
упругости анизотропных тел [11] и модели Релея [2]. Модель Релея базируется 
на гипотезе плоских сечений. Однако, в отличие от классической стержневой 
модели, она принимает во внимание не только инерцию продольного движения, 
но и инерцию поперечного движения элементов стержня [2]. 

Прежде всего, рассмотрим кристаллографическую структуру сапфира 
поскольку механические свойства стержней из сапфира зависят от ориенти-
рования кристаллов. Кристаллографическая диаграмма сапфира приведена на 
рис. 1, а положение кристаллографических плоскостей, представляющих для 
нас интерес, показано  на рис. 2 [2]. 

Процесс деформирования стержней из сапфира при ударном нагруже-
нии будем рассматривать в декартовой системе координат Ox1 x2 x3. При этом 
с кристаллографическими осями сапфира свяжем жестко систему координат 
Ox'1 x'2 x'3, ось Ox'3 которой направим вдоль оси L6 (рис. 3). 

Деформации сапфира предполагаются малыми и описываются линей-
ными соотношениями 
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Рисунок 1 – Кристаллографическая 

 диаграмма 
Рисунок 2 – Кристаллографические  

плоскости 
 
Здесь ui – перемещения точки сапфира в направлении оси xi. 
Связь между напряжениями pik и деформациями εim (2) для тела общего 

вида анизотропии [11, 12] имеет вид 
lmiklmik Cp ε= ,                                                      (2) 

где Ciklm – тензор модулей упругости 4 ранга. 
Выражение (2) можно представить в более компактном виде [11, 12]: 
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где Aij – сокращенное обозначение тензора упругости, введенное Фохтом 
[12]. 

Для гексагональной сингонии, характерной для сапфира, число незави-
симых упругих постоянных в выражении (3) равно 5 [1, 11].  

Для случая С-ориентации, когда оси системы координат Ox'1 x'2 x'3 па-
раллельны осям Ox1 x2 x3 (рис. 3, а), зависимость между напряжениями и де-
формациями (3) приобретает вид 
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Рисунок 3 – Системы координат и расположение кристаллографических осей  
сапфира: а – сапфировый стержень С-ориентации, б – сапфировый стержень  
А-ориентации, в – сапфировый стержень, наклоненный под углом α к оси Ox3  

(вращение вокруг оси Ox2) 
 
Значения упругих констант сапфира: 49611 =A  ГПа, 16412 =A  ГПа, 
11513 =A  ГПа, 49833 =A  ГПа, 14844 =A  ГПа [3].  
В системе Ox'1 x'2 x'3, жестко связанной с кристаллографическими осями 

сапфира, тензор модулей упругости всегда имеет вид, приведенный в форму-
ле (4). Для системы координат Ox1 x2 x3 компоненты тензора модулей упруго-
сти необходимо пересчитывать, учитывая направления кристаллографиче-
ских осей сапфира относительно системы Ox1 x2 x3, по формуле преобразова-
ния тензора при повороте системы координат [12] 

srqpsmrlqkpiiklm CC ′′′′′′′′ αααα= ,                                         (5) 
где )cos( pipi xx ′⋅=α ′  – направляющие косинусы. 

Используя формулу (3), для случая A-ориентации сапфира (рис. 3, б) по-
лучим следующую зависимость между напряжениями и деформациями: 
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Плотность сапфира равна 3,97-3,99 г/см3 [3]. 
Рассмотрим цилиндрический стержень из однородного материала с про-

извольной формой анизотропии. Один конец стержня жестко закреплен в 
опоре, а на второй действуют усилия, равнодействующая P которых парал-
лельна оси стержня. Введем начало системы координат в центре тяжести се-
чения закрепленного конца стержня, ось Ox3 направим вдоль стержня, а на-
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правление осей Ox1, Ox2 выбираем произвольно (рис. 4). 
 

  
Рисунок 4 – Сапфировый стержень  

 

Если ввести предположение, что 
усилия на концах стержня распределены 
равномерно, то граничное условие на 
незакрепленном конце стержня имеет 
вид 

S
Pp =33 , 

где S – площадь поперечного сечения 
стержня. 

Если длина стержня значительно 
больше характерного размера поперечно-
го сечения, а боковые поверхности сво-
бодны от нагрузок, то можно считать, 
что напряжения вдоль стержня удовле-
творяют условиям [11] 

02313122211 ===== ppppp ,       (6) 
Для рассматриваемого случая продольного нагружения стержня, учиты-

вая в выражении (3) зависимости (6), получим, что деформации стержня 
должны удовлетворять условиям 
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12361335233433332232113133 ε+ε+ε+ε+ε+ε= AAAAAAp .                   (8) 
Решение системы (7) может быть представлено в виде 
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где ξi – константы.  
В классической стержневой модели предполагается, что деформации не 

зависят от плоскостных координат x1, x2 [10]. В модели Релея предполагается, 
что только деформации ε33 не зависят от координат x1, x2 [2]. Тогда, учитывая 
соотношения (1) и (9), получим выражения для плоскостных перемещений 

13,31133111111111 xuxdxdxu ξ=εξ=εξ=ε= ∫∫ ;       
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23,32233223322222 xuxdxdxu ξ=εξ=εξ=ε= ∫∫ ,                        (10) 
Напряжения p33 (8), учитывая (10), можно представить в виде 

( ) 33636535434332321313333 φε=ξ+ξ+ξ++ξ+ξε= AAAAAAp ,            (11) 
где 63653543433232131 ξ+ξ+ξ++ξ+ξ=φ AAAAAA . 

Рассмотрим сапфировые стержни А- и С-ориентации [3, 10]. При С-
ориентации ось L6 параллельна оси Ox3, при А-ориентации – ось L6 парал-
лельна оси Ox1, а нормаль к плоскости А параллельна оси Ox3 (рис. 1). Для 
этих случаев можно получить простые аналитические выражения для пара-
метра φ , входящего в формулу (11): 
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Значение параметра φ  для более сложных случаев ориентации кристал-
лографических осей проще всего получить численно, используя формулы 
преобразования тензора упругости при повороте осей (2). 

 
Уравнения движения. Уравнения движения сапфирового стержня, а 

также граничные условия выводятся с помощью вариационного принципа 
Остроградского-Гамильтона [10, 13] 

( ) 03
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t L

S

.                                    (14) 

Здесь П – потенциальная энергия деформаций, K – кинетическая энер-
гия, δ'F – элементарная работа внешних сил. 

Учитывая введенные предположения (6), потенциальная энергия дефор-
маций стержня может быть представлена следующим образом  

φ⋅ε=ε=Π 2
333333 2

1
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1 p .                                            (15) 

Кинетическая энергия деформаций стержня с учетом зависимостей (10)  
имеет вид 
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где ρ – плотность сапфирового стержня, ),( 333 txuu =  – перемещения точек 
стержня вдоль его оси. Здесь точками обозначены производные по времени. 

Элементарная работа внешних сил для исследуемого случая имеет вид 
3uPF δ=δ′ .                                                    (17) 
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В результате подстановки вариаций потенциальной (15), кинетической 
энергий (16), а также элементарной работы внешних сил (17) в уравнение 
(14) было получено уравнение движения стержня  
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Третье слагаемое уравнения (18) описывает влияние инерции попереч-
ного движения стержня. Для изотропного случая это уравнения было полу-
чено Релеем.  

На концах стержня должны быть заданы значения перемещений 3u  или 
продольных деформаций u3,3. 
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Кроме того, уравнения движения необходимо дополнить начальными 
условиями  

0=t : )()0,( 33033 xuxu = , )()0,( 30333 xuxu = . 
 
Теоретическое значение скорости волны деформаций. Решение урав-

нения (18) будем искать в виде суперпозиции гармонических волн, идущих в 
прямом и обратном направлениях 

))(2exp())(2exp( 33 Vtx
L

ixVt
L

iu −
π

+−
π

= ,                             (19) 

где V – скорость распространения волны. 
Подставляя выражение для прямой волны (19) в уравнение (18), полу-

чим значение скорости распространения волны Релея 
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где V0 – скорость распространения волны деформаций по классической 
стержневой модели (без учета поперечной инерции), которая равна [10] 

ρφ=0V .                                                     (21) 
Из формулы (20) видно, что волна Релея зависит от линейных размеров 

стержня и распространяется немного медленнее по сравнению со скоростью, 
полученной по классической стержневой модели, которая не зависит от ли-
нейных размеров.  

Скорость волн деформаций по классической стержневой модели для 
сапфировых стержней А- и С-ориентации может быть определена посредст-
вом формул (12), (13) и (21): 
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Скорость волн Релея (20)  для сапфировых стержней А- и С-ориентации 
диаметром 19 мм  и длиной 550 мм составляет: 
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Таким образом, для рассмотренных длинных сапфировых стержней на-
блюдается незначительное отличие значений скоростей, полученных по  мо-
дели Релея и классической стержневой модели.   

Значение скоростей волн деформаций для других случаев ориентации 
кристаллографических осей имеет более сложный вид. Удобней всего полу-
чать эти значения численно, используя преобразование тензора деформаций 
при повороте осей (2) и зависимости (7), (11) для определения параметра φ . 

 

 
Рисунок 5 – Зависимость скорости волны от угла поворота осей кристалла 

 
На рис. 5 представлен результат расчета скорости волны Релея в зави-

симости от значений угла поворота α  осей кристалла вокруг оси Ox2 (рис. 3, 
в) для стержня диаметром 19 мм  и длиной 550 мм. Здесь А обозначен угол 
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поворота для стержня А-ориентации, С – для стержня С-ориентации и R  – 
для стержня R-ориентации. Результаты по классической стержневой теории 
на рисунке не приводятся, поскольку они практически совпадают с данными, 
полученными по модели Релея (для рассмотренных геометрических размеров 
стержня учет влияния инерции поперечного движения стержня несуществе-
нен). Из рисунка видно, что значение скорости волны деформаций зависит от 
ориентирования кристаллографических плоскостей в изделии. Для R-ори-
ентации скорость распространения волны составила 9888 м/с. 

 
Эксперимент. Целью экспериментальных исследований было зафикси-

ровать скорость волны деформаций в сапфировом стержне. Эксперименталь-
ные исследования процесса распространения волн в сапфире  при ударе про-
ведены на базе метода динамического широкополосного тензометрирования 
[10]. На стержень вблизи концов стержня наклеивались тензодатчики для 
фиксации деформаций в продольном направлении (рис. 6). При ударе по 
концу стержня возникает волна деформаций, которая распространяется вдоль 
стержня и вызывает его деформацию, которая и фиксируется тензодатчика-
ми. Отличие времени начала деформаций на различных датчиках и известное 
расстояние между ними позволяет установить скорость волны. 

 

 
Рисунок 6 – Стержень с тензодатчиками 

 
Измерение деформаций проводится по мостовой схеме. Четверть моста 

находится в измерительной части, четверть – в калибровочной, а оставшаяся 
половина – в тензоусилителе. Тензоусилитель работает по принципу ампли-
тудной модуляции с несущей частотой 1000 кГц. Для минимизации тока в 
измерительной диагонале мост подстраивается по активной и реактивной 
составляющим сопротивления. Непосредственно перед испытанием, после 
балансировки канала усиления, проводится его градуировка, то есть устанав-
ливается зависимость )(Uε=ε , где U – электрическое напряжение сигнала, 
регистрируемого аналого-цифровым преобразователем (АЦП). 

Сигналы с тензодатчиков, наклеенных на образец, поступают на тензо-
метрический усилитель, а затем на АЦП, где проводится оцифровка регист-
рируемого сигнала с заданной частотой, после чего сигнал записывается на 
компьютер. В качестве АЦП использовались преобразователи Е-2010. 

Стержень устанавливался вертикально на стенде. Один конец стержня 
жестко закреплялся в специальной сборной пятке из органического стекла. 
Нагружение осуществлялось путем сбрасывания на образец с высоты 1,5 м 
стального цилиндрического ударника с закругленным сферическим концом. 
Параметры ударника: масса  –  76,78 г, длина – 47 мм,  диаметр 16 мм. 
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Сапфировые стержни. В экспериментальных исследованиях использо-
вались сапфировые стержни А- , С- и R-ориентации оптического качества 
диаметром 19 мм. Стержень А-ориентации имел длину 560 мм, а С-
ориентации – 550 мм. Стержни были выращены методом Степанова из чис-
той (99,995 % основного вещества) шихты фирмы RSA (Франция) на росто-
вых установках «Кристалл-606» в среде особо чистого аргона [10, 14]. После 
выращивания стержни отжигались в вакууме в изотермических условиях при 
1950 °С для разрушения рассеивающих центров в объеме кристалла. 

 
Результаты и анализ экспериментальных исследований. Результаты 

экспериментальных исследований скорости волны деформаций в стержнях 
А-, С- и R-ориентации были подробно приведены в работе [10]. Для каждого 
стержня проводилась серия экспериментов по измерению значений скорости 
продольной волны, которые затем усреднялись по всей серии экспериментов. 
В результате средняя скорость волны деформаций в экспериментах составила 
для стержней 

  А-ориентации  –   10419≈e
срV  м/с; 

  С-ориентации  – 10752≈e
срV м/с; 

  R-ориентации  –   10134≈e
срV  м/с. 

Таким образом, для А- и С-ориентации экспериментальные и теоретиче-
ские данные отличаются на 0,3 %, а для R-ориентации на превышает 2,5 %.  

 
Выводы и перспективы дальнейших исследований. Проведено тео-

ретическое исследование процесса распространения волн в стержнях из сап-
фира с различной ориентацией кристаллографических осей. Поставлена и 
решена задача о распространении волн Релея в сапфировых стержнях при 
продольном ударе. Для сапфировых стержней с А- и С-ориентацией кристал-
лографических осей аналитически определены значения скоростей распро-
странения волн по модели Релея и по классической стержневой теории. Кро-
ме этого, аналитико-численно получена зависимость скорости волны от угла 
поворота кристаллографических осей в стержне. Установлено, что для рас-
смотренных длинных сапфировых стержней значения скоростей распростра-
нения волн, полученных по модели Релея и по классической стержневой тео-
рии, практически совпадают. При этом показано, что скорость волн в стерж-
не существенным образом зависит от ориентирования кристаллографических 
осей сапфира. Установлено, что скорость распространения волн изменяется в 
пределах от 9777 м/с до 10725 м/с.  

Теоретические результаты сопоставлены с данными экспериментальных 
исследований процесса распространения волн, проведенными с помощью 
метода динамического широкополосного тензометрирования. Получено хо-
рошее совпадение результатов теоретических расчетов с данными экспери-
мента. Так, теоретическая скорость распространения волны в стержне с А-
ориентацией составила 10383 м/с, а  экспериментально была зафиксирована 
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скорость 10419 м/с, для стержня С-ориентации соответствующие скорости 
были 10725 м/с и 10752м/с, а для стержня R-ориентации – 9888 м/с и 10134 
м/с соответственно.  

Дальнейшее исследование должно быть направлено на изучение процес-
са распространения волн и деформирования сапфировых пластин и трехмер-
ных тел, обладающих гексагональной сингонией. 
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